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第 一 章 
凸 集 的 基本 性 质 


同性 的 研究 在 许多 数学 分 支 中 起 着 重要 作用 ， 廿 性 与 积分 包 
何 的 关联 尤为 密切 ， 当 人 们 用 积分 几何 的 许多 一 般 性 原理 或 公式 
RRRA DERNAN, 往往 能 得 到 一 些 十 分 优美 的 结果 ， 于 
E, 凸 性 便 成 了 积分 几何 有 效 性 的 实证 领域 ; 反 转 过 来 说 , 积分 几 
何 则 是 探讨 凸 性 的 一 种 有 力 工具 ， 

本 章 扼要 介绍 平面 凸 集 的 基本 概念 及 其 基本 人 性质 . 


$1.1 基本 概念 


1.1.1 凸 集 与 凸 曲线 

设 区 AKEEM E LFR., mg ACER BCKM, 
连结 ALB 二 点 的 线段 也 属于 K, MRE 为 凸 集 ， 具 有 内 点 之 四 
集 的 边界 称 为 凸 曲线 DÆ 区 的 边界 常 记 为 9 区 , OK 的 长 度 称 
Xn E WAK. 


1.1.2 支持 线 及 其 存在 性 

HK ALR, PE9K。， 若 工 是 过 也 点 的 这 样 一 条 直线 , 它 
使 得 K 完全 位 于 由 二 划分 五。 所 形成 的 二 闭 半 平面 之 一 当中 , 我 
妆 就 称 卫 是 召集 天 过 卫 点 的 支持 线 。 点 POONGONPER L h 
AK 的 接触 点 ， 


定理 ”过 凸 集 的 任 一 边界 点 至 少 有 一 条 支持 线 . WKCONA 
R, PCOK, 则 过 点 卫 至 少 有 一 条 E 的 支持 线 . 

证 明 ”如果 OK Xp, 结论 是 显然 的 . 现 设 @ 为 的 一 个 
内 点 ,1 是 从 点 @ 出 发 而 经 过 点 P 的 射线 ,并 将 此 射线 自卫 起 的 
那 部 分 记 为 Y. ER, PAV 5 OK 的 仅 有 的 交点 .* 因 为 倘若 了 上 
另 有 某 点 AREK 之 中 , 不 难看 出 卫 RRN K 之 内 点 ,从 而 
与 了 为 界 点 之 假设 相 矛 盾 . 


图 1-1 
自己 引 这 样 一 些 射 线 (5 K Ek P 以 外 无 其 他 公共 点 .了 


到 ! 的 角 记 为 2. 5 (0108 
EARRA O, THX BOT S 
记 作 五 ， 另 一 侧 照 此 办理， 
FERT ZR la, MMi RE WE RH a, la 
的 夹 角 cz>m, 则 定理 的 证 明 
- 便 完 成 ， 事实 上 ， 若 设 wa< 
m, 可取 84770, 89770 致 < 十 
si 十 2a<oz, 得 站 与 歼 构 成 之 
AR, 循 此 继 进 可 推 知 卫 为 
图 ra K 之 内 点 ,导致 巴 盾 . 
以 上 证 明 过 程 实际 上 是 Hahn-Banach 定理 证 明 杰 点 的 几何 
复述 ( 见 Spivak"?), 
。 3。 


nE K 的 界 点 有 多 于 一 条 支持 线 的 情况 是 存在 的 , 这 样 的 
界 点 称 为 8K 的 角 点 .可 以 证明, 严 曲 线 的 角 点 至 多 为 可 数 多 个 . 
非 角 点 处 的 支持 线 即 有 曲线 在 该 点 处 之 切线 ， 


$1.2 上 丁 集 的 支持 函数 和 宽度 函数 


1.2.1 直线 的 广义 法 式 
设 xOy 为 平面 上 直角 坐标 系 . OR 为 自 原点 引出 之 射线 ,由 
Ow 轴 到 射线 OR 的 角 记 为 由 @ 为 垂直 于 射线 O 有 的 任 一 条 直 
线 ， 若 好 与 OR 交 于 H, MEp=0H(0 3) H HER), 特别 说 
K, E H 与 原点 O 重合 则 p 一 0; ZG 5j OR 的 反 向 延 线 交 于 H, 
则 规定 p= 一 0 及， 显然 , 在 这 样 的 规定 下 ,G 的 方程 为 
woospiysing—p—0. (1.2.1) 
方程 (1L.2.1) 的 形式 与 通常 的 法 式 一 样 , 但 参数 p, 由 之 意义 不 同 . 
我 们 称 红 .2. 了 为 直线 的 广义 法 式 方程 ,并 简 记 为 Gn, p) E 
比 传统 的 法 式 有 更 良好 的 适应 性 . 
此 外 ， 在 有 必要 考虑 直线 的 方向 时 ， 我 们 总 是 约定 0% 到 GG 


(p, DWRN PHE, + 


图 1-8 
1.9.9 凸 集 的 支持 函数 与 宽度 函数 


设 五 为 有 界 闭 上 晤 集 ( 亦 称 凸 域 )， 在 平面 上 任意 选取 坐标 系 
。3 。 


-s 


“0%， 自 原点 OSISER OR, (ETOR 且 与 下 相遇 的 任 一 直 
SR Gilp dO. SR (p 之 上 确 界 记 为 2 BI 
p=sup{ p: Gi (p d NN K v 0, (1.2.2) 
其 中 记号 GinEK030&"0,5 K 的 交 为 非 空 ” BG 5 K 相 
交 的 意思 ， 与 届 .2.2) 式 中 心 相应 的 直线 Gp, 办 显然 为 EHE 
持 线 ， 称 为 K i ó Jr Sig xeu. EK p CO HOS SEE 的 支持 
函数 ， 又 ,引进 函数 
w($) —»(9) 十 2( 史 十 mr)， (1.2.8) 
WERTE co (5) REFA p, pta 的 二 平行 支持 线 间 的 距 
离 , RICCA KG Jp BERE. 函数 w(*ueERgM. 
TBK. 


12.89 凸 曲线 作为 直线 族 的 包 络 
ue K 的 边界 8K 属于 O35, nÆ KE 的 所 有 支持 线 构 
成 一 单 参数 直线 族 ，8K 可 视 为 此 直线 族 的 包 络 ， 据 此 可 导出 用 
支持 孙 数 表达 山 集 的 周 长 和 面积 的 公式 . 
设 五 的 支持 函数 为 np(g$), 则 支持 线 族 之 方程 为 
z 608 $ 3- y sing—p(g) —0, (1.2.4) 


微分 一 次 ,得 
一 vsiny 史 十 go08 史 一 人 (办 —0, (1.2.5) 


出 (1.2. 光 和 代 .2. 且 二 式 得 到 包 络 ( 即 8K) 的 参数 方程 
€--pcos —p'sin$, wy--psin$--p'cos, (1.2.6) 


B] 1-5 


式 中 (w, y) Bxciezz G(p, d) 5i K KRS P ZER. 按照 我 
们 在 1.2.1 毁 曾经 昌明 过 的 约定 在 G pg. 互 的 坐标 为 
(peosó, psind), 易 知 从 五 到 书 的 有 向 线 县 在 辅 G LIEN 
HP-y. (1.2.7) 
WERA”, -RAAHE nR E 在 曲线 
适当 的 定 身 下, 它 的 曲率 恒 为 非 负 ， 假 定 已 经 选 定 这 样 的 定向 , 那 
么 ,由 (1.2.6) 式 , 有 | 
ds— (pt-p')dó, p—p4t9"70, (1.2.8) - 
其 中 p=p+w" Jede. BUS, E pO) ET CO PERSE 2m . 
为 周期 的 半期 函数 ， 且 p+p 0 (06-22), W p($) 必定 是 某 
凸 集 的 支持 乔 数 .综合 起 来 说 ,以 2 为 周期 的 周期 冰 数 p (9) 是 
一 个 凸 集 的 支持 函数 的 充 要 条 件 是 
p(d) t p'($)70, 0x$-2m, (1.2.9) 
这 一 结论 下 面 还 要 用 到 ， 
利用 ds— (ptp) do, TRATEUR KA Cauchy A 
As 23 
L= |" (9) d6, (1.2.10) 


^5» 


其 中 荆 为 凸 集 的 周 长 ， 再 由 (1.2.8) 式 , 便 得 到 用 宽度 函数 表示 
BUS Ast . 
=- 人 w(d) de. (1.2.11) 


另外 ， 还 可 以 用 支持 函数 表达 凸 集 OK BUR P. 为 避免 出 
现 负面 积 "， 暂 将 确定 支持 函数 的 参考 点 0 REKA. 这 时 显 


X, I. pds 为 面积 元 , 故 有 
F=} „pismi J, or^ dó, — (1.2.12) 
或 E 
了 -到 | (pp) ag. (1.2.18) 


由 于 本 书 中 直线 方程 采用 广义 法 式 ， 并 与 此 相应 地 规定 了 支 
持 函数 ， 参 考点 0 既 可 以 选 在 K 内 也 可 以 置 于 K 外 .但 是 上 述 
”讨论 , 包括 周 长 、 面 积 公 式 及 条 件 prp >0, 均 不 受 影响 ， 为 了 
说 明 这 一 点 ， 显 然 考 虑 坐标 系 的 平移 已 足够 ， 假设 xz0y 平移 至 
210,91, Oi 的 坐标 为 (4, b). nÆ KE 关于 Oy, v0: 的 支持 应 
数 分 别 记 为 pA), p. (9), wW 

Pa(h) — p($) —acos $ — bsing. (1.2.14) 
于 是 有 pitpr—pt»p, 


INO d$ — ["Eo(4) — aco — 5 sim dà EOL. 
3 Jr o2 d$ - d. - [p (d) —acos$ — bsind] (p4-)d$ 


-l f oop") dé, 


1.9.8 周 长 公 式 的 初等 证 明 中 
设 为 有 界 闭 凸 集 ， 宽 度 函 数 为 w($).， 为 证 明 周 长 公式 
(1.2.11), WK 为 一 串 由 支持 线 构 作 的 多 边 形 之 极限 。 用 对 应 


FH dk A (一 0, 1, e, 2091) 的 诸 支 持 线 构成 2 


e 6 s 


XE (n—1, 2, …)， 其 周 长 记 为 8， 当 m 一 工时 ， 
Si 一 引 w(0) ro(£)]. (1.2.15) 


不 难 用 数学 归纳 法 证 明 ; 

8, -2S w(i -Z Jte -—. (1.2.16) 
事实 上 , 当 m= 工 时 , 4.2.16) XR SE CHI (1.2.15 3X). T] Se 可 
计算 如 下 : 


25—1 


ZEE E)ee(a 
ee deti 


Sim ——rHnu- 


ig 一 中 了 
2n—] nia 
IPLE ip 

2 v(ix)Ue gni 元 


2n 一 工 
+25 w(( (2%+1) jen Jta AGE 
c 2n—1 N m x 
=2 * sve dr) tg t+? w(i +D Jta nr 


-2 75 3 S wis gati )te pero 
从 而 证 明了 (1.2.16) 式 ， 于 是 
L-lim S, 


7299 


oU 
2 te Oei fü— 1 
m Prts en) go fea. 
9n 
证 明 过 程 中 ,对 8K 的 光滑 性 未 作 任 何 要 求实 际 上 , 去 掉 8K E 
C^ ZBE, 1.2.8 段 的 所 有 结论 仍然 成 立 ， 这 里 就 不 再 一 一 玖 述 
T. 


$1.3 某 些 特 殊 凸 集 


1.8.1 PM 
设 凸 集 OK REER wh). Bwl =DE), ME 
攻 为 常 宽 凸 集 ,常数 卫 称 为 区 的 宽度 ， 由 公式 .2.10) 立即 可 


L-[ Ddó-xD, (1.3.1) 


即 宽 度 为 忆 的 常 宽 凸 集 之 周 长 与 直径 为 
也 的 圆 之 周 长 相 等 ， 首 先 发 现 这 一 事实 的 
是 Barbier(1860), AE TERR d$ ER 
确实 是 存在 的 ， 例如 . 所谓 Reuleaux 多 
边 形 便 是 . 下 图 是 Reuleaux —f8JE. UJ 
边 长 为 & 的 正三 角形 的 每 个 顶点 为 圆心 
图 17 ER, ERI- RER a WAER. X 
E Cati) 边 形 亦 可 照 此 办 理 
. $ à 


给 定 一 个 正 数 D, 它 对 应 着 一 类 凸 集 ( 以 也 为 宽度 的 所 有 常 
宽 凸 集 )、 同 样 ,彼此 不 全 等 的 凸 焦 可 以 具有 相同 的 宽度 函 激 ， 而 
HAR 1.2.11), 40848 FUSE SEEE ER ZH I] Et ZIEL AS EK. 
BIE, MRAR XERA ME — ERKE, 第 287 页 ,就 
凸 集 边界 为 卵 形 线 情形 给 出 了 此 论断 的 详细 证 明 )， 从 这 个 意义 
上 说 ， 用 宽度 函数 表示 周 长 的 公式 比 用 支持 函数 表示 周 长 的 公式 


1.3.2 平行 凸 集 
BK Xs. up OK 的 每 一 点 为 圆心 、 以 了 为 半径 作 圆 ,这 些 
圆 之 并 集 称 为 K 的 间距 为 7 的 外 平行 集 , 记 为 及 ,， 其 边界 OK., 
WOW OK 的 外 平行 曲线 . 外 平行 曲线 OK, 也 可 以 看 作 是 这 样 一 
族 圆 的 包 络 : 圆 的 半径 为 ,圆心 在 9 及 上涨 动 ， 显 然 ,车 KE 
持 函 数 为 p(4) ， 则 天 ,的 支持 函数 为 0( 的 ) 二 mr。 以 石 . Fo ER 
K, 的 周 长 和 面积 , WE 
L,—L-c2mar, F,Q—4HF-LrAGmG. (1.3.2) 


E] 1-8 
如 果 " 不 大 于 08K HARPUR ME, nn XREGUSY 
HEFE K.n 与 9K 内 切 的 半径 为 了 的 圆 , 沿 OK. 滚动 一 周 , 其 图 
心 所 国 成 的 集 ， 内 平行 集 的 支持 函数 为 p) — m, 其 周 长 .面积 为 
L,-L-—-2mr, F ,—F-—Lr-Mmr?, (1.3.8) 


$1.4 Minkowski 混合 面积 


1.4.1 混合 凸 集 的 定义 - 
OK. ;为 二 同 集 ,它们 分 别 关 于 参考 点 O, Os B SCC RI 
29; 


HH DCP), palp). W p, pO. EGRE p($) 一 pi QD + 
palp). HF p p'— (ptp) ^- (pad-g2) 70, 故 p) D dE s 
集 的 支持 函数 .以 wp(9) =p) tpl) 为 支持 西数 的 这 个 凸 集 
RA Ki 5 玉 Rs 的 混合 凸 集 , 并 记 为 Kis. 


1.4.2 Minkowski 混合 面积 | 
现在 我 们 来 推导 混合 凸 集 Ko 的 周 长 和 面积 ZA. Ku B 
周 长 荆 显然 为 


L-[" (vp) 于 一石 二 Ta (1.4.1) 


其 中 a, 工分 别 为 Ki, Ka WAK, 
由 公式 (1.2.18), Ks 的 面积 应 为 


r=} |” (Ppa 


1 (?* 9 12 1 (” 2 :9 
-i]j, (pi—pi )dó-. f (pi — p) d$ 
nid , 
«f ( papa— pip») d$ 


2m 
=F + Fat f. (91a — pi p») d 


= Fit Fat2 Fia, (1.4.2) 
其 中 Fis (或 记 为 Fm) 表示 
2o l 
Fa-Fa-l[" (pp ppd, (1.4.8) 


称 为 凸 集 Kj 与 Kah Minkowski 混合 面积 。 
分 部 积分 ,并 利用 (1.2.8) R, A 
Foam Fac |" (ps+pDag- 雪 | Pidss, (1.4.4) 
2 Jo 2 Jox, ? 
或 1 (* 1 
Fu Fac | pí(potpDdb 3 |, rods. (1.4.5) 


与 1.2.8 段 末 所 讲 的 道理 一 样 ,混合 面积 忆 14 与 参考 系 21019;， 
v303/2 的 平移 无 关 。 
。 10 。 


天 1《 亦 可 代 之 以 考虑 坐标 系 的 旋转 )， 此 网 Ki X TF aO 之 支 
TES SEV (5-0), 于 是 Ki 与 KK 之 汤 合 面积 为 


Fa(6) = f. 9: ($ —6)ds,, (1.4.6) 
玉 12(9) 一 般 是 依赖 于 0 的 ， 但 有 
| E029 - f" SES p-o dsla 
-if. Hl ne - oa ]as- 1 za. (1.4.7) 
E—d4 8E AROE1; UAE, KREATA A i 


A. 
$1.5 单位 球面 面积 和 单位 球体 体积 公式 


以 On 表示 对 维 单位 球面 的 面积 ，xn 表示 n 维 单位 球体 体积 ， 
关于 O, 和 ww 的 公式 ,本 书后 面 经 常 要 用 到 , 兹 录 以 备考 ， 


2 mt D/2 Ona 2g"? 
AX Ou ， 5.1) 
r( 3 ) " (2) 
Ap D A T AA, ARAR eS 
T (n4-1) 2nI'(n), (1.5.2) 
特别 地 , 当 % 为 非 负 整 数 时 , Tati =n. X, 
r(1)-Js. (1.5.8) 


顺便 提醒 一 下 ， 所 谓 “n 维 单位 球面 ”或 “ 维 单位 球体 ” 均 是 指 它 
们 本 身 的 维 数 , 而 不 是 外 围 空 间 的 维 数 ， 例 如 , 平面 上 的 夯 周 是 工 
维 球面 ，8 维 空间 中 的 球面 是 2 维 球面 ， 等 等 ，O% 轴 上 的 区 间 
[-1, 已 是 工 维 球体 ,平面 上 的 单位 圆 盘 是 2 维 球体 , 等 等 . 

关于 公式 (1.5.1) 的 推导 ,例如 可 参考 Apostolc 


。11 。 
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平面 上 几何 元 素 集 的 测度 


积分 儿 何 与 几何 概率 理论 的 一 个 基本 概念 ， 就 是 给 几何 元 素 
集 定义 一 种 在 菜 种 变换 群 下 不 变 的 测度 ， 这 时 所谓 的 几何 元 素 
集 , 具体 说 来 , 可 以 是 点 集 .直线 集 、 点 个 集 , 带 域 集 等 等 ， 所 谓 变 
换 群 ,可 以 选用 欧 氏 运动 群 、 仿 射 变换 群 或 其 他 更 一 般 的 变换 群 
在 目前 以 及 此 后 的 两 竟 中 我 们 限 子 选用 平 而 上 的 欧 氏 运动 群 . 

本 章 介绍 几 种 常见 的 几何 元 素 集 的 测度 及 其 简单 的 应 用 


$2.1. 点 集 的 测度 


2.1.1 点 集 的 测度 
B (m, y) 表示 点 的 直角 坐标 。 点 集 X 的 测度 mA) ST 
之 方式 加 以 规定 ， 考 虞 微分 形式 wo 一 了 (zx, y) dv 人 dy ER X 上 的 
HARS, HEARERS 致 此 积分 值 关于 平面 上 运动 群 为 
不 变 ， 这 个 积分 值 称 为 点 集 X 的 测度 , 记 沟 m CX, | 
训 在 我 们 就 按照 上 述 要 求 来 确定 函数 f， ADM GEGROS de 
动 群 ， 设 w€E 味 为 一 运动 在 直角 坐标 系 下 , u 可 表示 为 
入 一 和 C09w 一 9Sinw 十 G 
u l coe > (2.1.1) 
y —rsina--9cosa-rb, | 
. Xa, b, o fA Su EEG a, 0 为 的 焉 欧 分 量 ，a DI ud] 
旋转 分 量 ， 运 动 w 有 时 记 作 ws, ba), VE IAS X Eu EJUT 


r 13. 


谈 换 为 X’, Hp X'—uX. RE (2.1.1), 有 
da Ady = de ^ dy, 


从 而 
mX) «|. f, ode! ^dy' 
=| fŒ, v) de Ny. (2.1.2) 
另 一 方面 ， | 
m(X) -| fn, de Này. (2.1.8) 


REREH mX) -mCOX), B 
[fds =| fle, dendo, 1A 


由 于 此 等 式 应 当 对 于 任何 集 X. 成 立 , 从 而 推 知 
fe, y) =f (m, y). Q.1.5) 
又 因 崩 是 可 迁 群 ， 即 借助 于 运动 可 以 把 点 (zc, y CAIEXIIS— 
点 (x, y), ERMA (2.1.5) RER f (o, y) 必 为 常数 ， 取 此 常数 
等 于 二 则 有 : 
平面 上 点 P(e, y) 的 集 于 关于 运动 群 这 为 不 变 的 测度 等 于 
微分 形式 


dP =de Ndy - (2.1.6) 
在 集 卫 上 的 勒 贝 烙 积分 (假定 此 积分 存在 ), 即 
mCX) -| da ndy. (2.1.7) 


若 不 计 一 个 常数 因子 ， 它 是 关于 平面 运动 群 不 变 的 唯一 的 测度 ， 
微分 形式 (2.1.6) GP — da Ady 称 为 点 的 密度 . 


2.1.2 几 点 注 记 

1. 关于 微分 形式 和 外 可 的 简单 说 明 

刚才 提 到 的 密度 4P 一 ds 信 dy， 叫 做 微分 形式 或 外 微分 形式 ， 
其 中 运算 记号 “和 ”是 外 狗 法 记号 , 外 乘 的 结果 称 为 外 积 . 第 五 章 
中 我 们 将 对 此 作 较 为 系统 的 前 述 ， 若 限 于 平面 情形 , 可 作 如 下 浅 
显 的 说 明 . 所 谓 1 级 和 2 级 微分 形式 , 就 是 指 线 积分 和 二 重 积分 
(de 


的 被 积 表达 式 ， 微 分 形式 作 外 积 的 规则 是 ， 

(a) 如 果 至 少 有 两 个 因子 彼此 相等 ， 则 这 些微 分 形式 的 外 积 
LE 

(b) ZBIEERETEBUSSPURA, GSAEEUXBETESRS 
积 变 号 . 

例如 ,计算 

de=g, du tedo, dy —-y,du--y,dv 
的 外 积 ,利用 关系 
duA^du-0, dv ^dv-—-0, dv Adu= —duAdo 

则 有 dæ ^ dg = (tu Yo— Xo Yu) du Ado.. 
HET K, ARAIRE, 则 变量 替换 过 程 中 雅 可 比 行列 式 的 出 现 
已 被 自动 地 照顾 到 了 , 这 在 大 多 数 场合 是 极为 便利 的 . 

2. 对 函数 了 和 集 了 的 补充 假定 

实 分 析 中 有 下 列 结 论 ,“ 设 gE.2(m), 且 对 于 每 个 具有 有 限 测 
度 的 可 测 集 4 有 

| gan=0, 


Wo 几乎 处 处 等 于 零 >， 在 前 面 由 (2.1.4 式 到 (2.1.5) 式 的 推理 
中 ,暗中 运用 了 这 一 结论 ， 因 此 我 们 理应 补充 假定 X 为 具有 有 限 
测度 的 可 测 集 , 并 设 JE.2( 内 .关于 G0 的 定义 以 及 刚才 援引 
的 结论 详 见 S. Lang?" 

3. 在 积分 几何 中 , 约定 仅 考虑 非 负 密度 ， 例 如 ,点 的 密度 本 
EY dP = |dzAdy|, 但 绝对 值 号 一 般 从 咯 ， 


2.1.3 一 个 积分 公式 

在 不 同 的 华 标 系 下 ， 点 的 密度 的 形式 亦 有 所 不 同 据 此 可 导 
出 一 些 积分 公式 ， 

Ki 玉 s 为 二 有 界 凸 集 ， 各 自 关 于 参考 点 01, OX 
379 palp) A palp). 假定 二 征集 的 边界 尼 不 出 现 直 线段 组 成 部 
Ar, 从 而 任 一 支持 线 与 凸 集 的 边界 只 有 一 个 接触 点 (或 称 支持 点 ). 
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图 2-1 
如 图 271, Rangia? (i 一 1 2) AREF 办 方向 的 支持 线 的 
方向 ， 于 是 支持 级 的 方程 为 | 
(vw— wi)sin sv:— (y—y)c08v;—p,-—0, $—1,2; (2.1.8) 

Hd Gs, yog O: ESAE. 

方程 组 (2.1.8) 的 解 即 二 支持 线 交 点 P 的 坐标 , CX IQ. 
1.8) 式 与 如，%3 相 谨 系 。 前 面 已 知 点 了 BEREA dP =de Ady, 
以 下 我 们 设法 用 v. rs 表示 4P， 微 分 (2.1t.8) 式 ,有 


sin r; dz + (z — z;) cos ri d r, — cos v, dy 


+ (y—y)sinz;dv,—dp,—0, $—1, 2, (2.1.9) 
如 图 所 示 , 易 知 ， i 
(v —7;)c08 rit (y — yj) sin v; — —PH, (2.1.10) 
又 ,由 (1.2.7) RA 
dp; A do; — . ] 
do; dri Hi, Åi. (2 站 1 . 11) 


HECLIOMCLIDNZRRA LYS, E P ARMA A 
的 距离 记 为 如 M= PA, WE 

sin y; dw — co8 2; dy = t; d vi, $1, 2. (2.1.12) 
现 将 (2.1.2) 中 二 式 作 外 积 , 则 有 
* 16 . 


dP= hi dr Ndr (2.1.18) 


sin (za — v1) 


dendr = FAT) áP, (2.1.14) 
j t2 


考虑 (2.1.14) 双方 之 积分 (积分 域 由 一 切 可 能 的 zi va 2H 
R. 左 方 积分 的 结果 显然 为 423、 至 于 右 方 ， 我 们 注意 自 天 >， 
Ksj)MEX—HA PE Ka Ka 可 各 引 两 条 支持 线 .， Ur, 7i, Ta, 
区 记 这 些 支 持 线 的 方向 ， 从 了 到 各 个 相应 接触 点 的 距离 记 为 二， 
A, te, 5, SAHNE SIBI fala 29 (Qva, va), (vu, TD, Ti v9), 
(vi, 区)。 从 而 可 得 积分 公式 : 


| | sin (Ti, Ta) + sin (T4, v5) 
PEK UK: 


ti ta $435 
Sn v) , sini s) lap.aga — (2.1.15) 
ti Éa ti tz 
4 Ki5 Ks. —T EK, f$ LXRAu NK 
gin «c 
frox no dPoSa?, (2.1.16) 


AROLIDERRRKO LOIREAN. HEA 
难 想象 这 些 公 式 的 丰富 的 内 涵 . 


图 2-8 


$2.2 直线 集 的 测度 


2.2.1 直线 集 的 测度 
本 节 中 我 们 米 规定 直线 集 的 测度 ， 其 原则 和 方法 与 关于 点 集 


mv 


的 讨论 完全 类 似 . 


设 有 直线 
G. cocos --ysinó—p-0 (2.2.1) 
之 集 OX. BRR X WWE mA) 由 积分 
mQO - [. fo, 内 加 入 本 (2.2.2) 


所 定义 ,要 求 选取 函数 J SSCUC UU RES POE T8 MN 不 变 . 
在 运动 u(a, 5 o) (V, (2.1.1) x FERE TF, 8 (2.2.0) S REI 
G(p, p) 变 为 直线 
G，wocos( 骨 十 a) -- y sin($4- a) —acos(dQ +a) 


" —bsin($--«a) —p- 0, (2.2.8) 
| p'—ecos(d-L-a) + b sin ($-a) +p, (2.2.4) | 
$'—$-a, ` 


由 此 可 见 dp Adó' —dpA dh, dk X'—uX, 我们 有 
m | SE, dod Nag 


-| f(acos($ +a) +bsin($+a) +p, p+ajdprde. (2.2.5) 
另 一 方面 ， 
mQO - [. f», d)apAdd. 
由 于 要 求 对 于 任何 他 有 m( 邓 一 mr( 且 ), 以 及 运动 群 的 可 迁 性 ， 
推 知 
fp, $) = const., 
不 妨 取 此 常数 等 于 1, €f. 
直线 G( p, p) ZE X AFN IRENE, HAEA 
dG — dp ^ d (2.2.6) 
ER X 上 的 勒 贝 格 积分 (假定 此 积分 存在 ) 给 出 , 即 
mQO - [. ap Aag. 
车 不 计 一 个 常数 因子 , 它 是 关于 平面 运动 群 不 变 的 唯一 的 测度 , 微 
分 形式 (2.2.6) 称 为 直线 的 密度 。 
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2.9.2 两 个 推论 

作为 直线 密度 (2.2,6) 式 的 直接 应 用 , 让 我 们 利用 它 推导 两 个 
简单 而 重要 的 公式 . 

itg 1 设 下 是 周 长 为 的 有 界 贞 集 ， 考 虑 密度 dG- dpN 
d$ 在 一 切 与 K 相交 之 直线 组 成 的 直线 集 {G: G OK 0) 上 的 积 
分 ,得 此 直线 集 之 测度 


forsa da= | dpNdo o |" ($26 - L. (2.2.7) 


推论 2 EK 为 有 界 凸 集 ， 面 积 为 五 o dOR GE K IR 
HERE, WA Orofton 公式 : 


| cdG-mF, (2.2.8) 
Gnisg . 


事实 上 , 若 固定 由 0«ó-, 先 考虑 面积 元 cdp 之 积分 ,然后 再 对 
风 从 0 到 天 积分 , 便 得 到 (2.2.8) 式 ， 注 意 , 若 2，, 由 仍 看 作 是 经 典 
的 法 坐标 ， 则 第 一 次 积分 应 就 固定 的 四 及 上 $+ 考虑 ， 由 此 也 可 
见 采 用 广义 法 式 的 便利 . 

公式 (2.2.7) 可 以 通俗 地 理解 为 Ej fi K RR EARS 
数 ”恰好 等 于 KEK 之 周 长 ， 由 (2.2.7) 可 直接 导致 如 下 简单 的 几何 
PUE SOR. 

HOR Ks Km AED Ia, DL. X, KicKE. 车 已 
AG E K;3838,0] G 35 K 8382 BOR L/L. 

由 (3.2.7) 和 (2.2.8) 二 式 还 可 直接 看 出 凸 集 K BPEOSIX E 


E(o) -| c da / eu dG-aF/L, (2.2.9) 


2.9.8 直线 密度 的 另外 一 些 形 式 - 
车 直线 不 是 由 (2.2.1) 式 给 出 , 而 是 取 男 外 的 形式 , 即 直线 

以 另外 的 某 二 参数 作为 坐标 , 则 我 们 可 以 利用 这 些 参数 与 2, 由 之 

间 的 变换 式 ， 由 已 知 的 密度 形式 (2.2.6) 导出 相应 的 新 的 密度 形 
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i1. 加 图 , 设 G 由 9 及 横 截 距 e 所 确定 , 则 显然 有 
p-cvsin68, Ó-—0-—m/2, 


从 而 有 
dG.— sin 6 de ^ dà, (2.2.10) 


2. X G 由 其 横 截 距 ^ sme y sns. 则 


3. 车 G 之 方程 取 形式 usoy+1 0. Uu, v HGE 


标 , 则 有 
dG = AW (2.2.12) 


(wT 


d£ ^d 
dG = ty. (2.2.18) 


B. RO 为 逐 段 可 微 蝎 线 , 由 参数 式 

2 一 0(S)，2 一 VS) (2.2.14) 
给 出 ，s 为 狐 长 ， 假 定 直 线 与 曲线 相交 于 点 C, y), 9 与 0 
E, y AEZ REANO, (s, 0) TRA G ZEER SRA 
Q5, 0 RRIKA., 显然 有 

$-—0--v—m/2 (2.2.15) 

其 中 作为 切线 对 zz 轴 之 倾角 . 另 一 方面 ,对 

p=gcos $ 4- y sing 
«0 - 


微分 , 得 
dip — cos d» dx - sin d dy 4- ( — sin p +y cos p)do, 
Y EX dr coscds, dy -sine ds, 则 上 式 成 为 
dp — cos (jb —«)ds4- ( — sin $4- y cos $) d$, 

HERS do 作 外 积 , 则 有 

dG — dp ^ d$ — cos ($ — v)ds Ado, 
再 利用 (2.2.15) xt, dó—d0-I-v ds, 从 而 有 

dG — sin 6 ds ^ dê. (2.2.16) 


2.9.4 等 周 不 等 式 的 证 明 
RK 为 有 界 凸 集 , 其 面积 和 周 长 分 别 为 下 和 了 工 unl BG, 
Œ 为 二 直线 ， 它 们 与 K 的 边界 OK 之 交点 对 应 于 参数 s,s', 在 
K 上 截 出 之 弦 长 各 为 ca ， 考 虑 积分 

1-| (o sin 0 —c' sin 8)*ds Nd Nds Ad&', (2.2.17) 
积分 域 为 ， 0<s, s'«L, 0«0, 9 «m, HBAR (2.2.16), W 
sin 0 ds ^ d0 — dG., sin 0' ds' Ad?’ =d, 以 及 

M o*d8-2 F, | sinat dt 一 or/2， (2.2.18) 


d I-à«lF-2| oda | cag", ， 


在 考虑 上 式 中 的 两 个 积分 时 ， 应 注意 到 s, 8 都 是 从 0 变 到 二 的 ， 
因此 每 条 与 K 相交 的 直线 应 作为 两 个 位 置 看 待 , 从 而 


I-92wI^F— sf eda | o' GG 
GnKs4g G'nE.g 
= 2m F (L?— 4r F). (2.2.19) 


图 2-5 


B IO, 从 而 证 明了 经 典 的 等 周 不 等 式 ， 
Ij—4AmF0, (2.2.20) 


这 一 证 法 属于 Blasohke, 


$2.3 点 偶 与 线 偶 


2.9.1 RHEE 
由 点 Paler, Y1), Palta, ya) SEU] ABE (Pu, Pa, 其 密度 表 
示 式 为 
dP, NdPa= de, Ady, Ndra Adya. (2.3.1) 
车 以 另外 的 一 些 参数 来 确定 点 偶 , 则 点 偶 的 密度 将 取 相 应 的 形式 。 
如 图 ， 设 通过 二 点 Pi, Ps 的 直线 ZERA p, $.、 于 直线 GG 上 
RERE r, TY 一 # 二 /323 在 此 轴 上 有 回 线 段 HP. HP: WERE 
为 h, t 23 p, $, fa, 如 可 作为 点 偶 (Pi, Po 的 坐标 现在 我 
们 来 寻求 用 这 些 参数 表达 点 侦 密 度 的 表达 式 ， 我 们 有 
vp cos pp—tsing, T 
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y;—psin$ó-d-&cosó, (6-1, 2), (2.3.2) 
微分 之 , 得 
dz; — cos Ó dp— ( psin $4- d; cos jd — sin $ dt, 
dy; —sin $ dp4- ( pcos  —?; sin $)dó -- cos $ dh, 
作 以 上 二 式 之 外 积 , 有 
d P, — do, Ady;— pdp ^ dd -- d» ^ dí; — tdp dt, =i, 2. 
再 作 dP, 与 4Ps 之 外 积 , 有 
d P, Nd Ps (I —15)dp ^ d$ ^ di, Adta, 
Bi dG—C)OpAdó, RARE BEREE, 故 最 后 有 
aPiA\dPs= lta— t] dG Adti ^ dts. (2.3.3) 
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图 2-6 图 2-7 


2.8. 凸 集 的 弦 幕 积分 
OK 为 有 界 凹 集 , o 为 玉 WCG BUE. CENSUM 


.=| ondG， (2.3.4) 
GNK +Ø i 
其 中 zw 为 非 负 整 数 ，Z, RADE K ERA, mo 
0, 1, 2, O RADE K WRR. 为 了 研究 Du, 常常 引 
进 另 一 积分 序列 | 
J.= l. LIE PrAd Pa (2.8.5) 
Xe don Pa 与 Pa WAREN, 
|: 22. 9 


了 ,与 J, 之 间 存 在 着 简单 的 联系 事实 上 ， 利 用 密度 形式 
《2.3.3) ,我 们 有 
7,7 iaia & Adis AdG 
-faa va | (toc tont dts f" (t 137 dta] 
- faa f (bct) (ha) Jan 
2 nt3 
^ (n4a2)(n48) Janxao G-a)" aa, (2.8.6) 
其 中 a, b Jy3E 3 BOSE t ZR, wb-a=0r, 这样, 我 
们 就 导出 了 下 列 关 系 : 
J =- 2 In n>], (2.8.1) 


(n-2)(48) "? 
此 式 亦 可 改写 为 
.= J.s, n2, (2.3.8) 


2.3.3 研究 弦 寡 积分 的 意义 
从 五 的 定义 即 可 看 出 , 五 的 几何 背景 是 丰富 的 ， 它们 势必 反 
喘 出 凸 集 的 一 些 几 何 特性 ， 关 于 IQ I. B) (2.2.7) 和 (2.2.8) 


二 式 , 有 
Io=L, Ii-mF, (2.8.9) 


其 中 五 和 已 分 别 为 凸 集 的 周 长 和 面积 . 
对 于 m2, 由 (2.3.8) 式 ,有 
L-[ o7 c*dg- | LE IPLA, (2.8.10) 
对 于 228, N yo= F°, WH (2.3.8) 式 得 到 著名 的 Crofton 
AX 
TD s o*àg-8 p. (2.8.11) 
对 于 m= 一 4， 若 以 E(r) 4E BD FGXAGEOLIB K 内 二 点 间 平 均 
距离 ， 
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EG) s [uu rd P, AdPs, (2.3.12) 
dt, B1 (2.8.8) 式 推 知 
L-f. t, 710076 P EG), (2.8.18) 


由 以 上 对 {7,} 的 前 几 项 的 考察 , BUA I.T ru 

集 的 一 些 重要 的 几何 特征 。 另 外 ,根据 (2.3.9) XX, 经 典 的 等 周 不 
等 式 可 表述 为 

1 I121—41,20, | (2.8.14) 


可 见 探 讨 诸 I, 间 的 不 等 式 关 系 也 是 很 有 意义 的 . 


2.9.4 BERATER 
诸 1, 之 间 的 不 等 式 关 系 丝 称 为 弦 敌 积分 不 等 式 ， 其 中 最 重 

要 的 一 组 已 知 不 等 式 , 是 诸 工 与 五 之 间 的 如 下 关系 
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Is< Bs Ti^, (2.8.15 a) 
I> Te omiaa m=4, 6, 8, … (2.8.15 b) 
I> I-D PD n=8, D, T,- (2.3.15o) 


至 于 n=0, 即 思 与 五 的 关系 ,前 面 已 经 提 到 , 是 经 典 的 等 周 不 等 
式 ; n 一 3 的 情形 , 由 (2.3.9) 与 (2.3.11) 可 知 应 有 Tam t T. 完 


整地 获得 (2.3.15) 这 一 组 不 等 式 并 加 以 严格 证 明 的 是 吴 大 任 .对 
3 维 情形 , 吴 大 任 也 成 功 地 导出 这 种 类 型 的 不 等 式 , 并 将 它们 排列 
成 统一 的 形式 ， 在 此 基础 上 , 任 德 解 导出 任意 维 欧 氏 空间 避 乱 积 
A Spam 


2.3.5 线 偶 的 密度 

WEE GG, Cp, $0 (6 一 1,2) 的 交点 为 了 P(w, y), 出 % 轴 到 
G GRAIN a a 我 们 希望 用 参数 zy, a, 0 表示 线 偶 
(G4, G3) 的 密度 dai Adaa 我 们 有 


。 25 « 


bi— 0 m/2, (2.3.16) 
从 而 
p; «608 pty sin gp,—wsineg—ycoso, $=1, 2, (2.3.17) 
微分 之 , 有 | 
dd; = dos, 
dp, — sin a; dæ — cos œ; dy + (æ cos oi y Sim ox) dos, 
作 外 积 , 则 有 
dG — d, Nd: — sin o4 de 人 do 一 cogs ox dy Adas, 
最 后 得 线 偶 的 密度 : 
dG, ^dG,-— |sin(as—o4) | dP Ada, Adaa, (2.3.18) 
此 公式 “对 偶 ? 于 点 偶 的 密度 形式 (2.3.3). 


2.8.6 Crofton 公式 
UGERUTXERUB S BET (2.3.18) 导出 一 个 积分 公式 ， 设 
K 为 有 界 辐 集 , 局 长 和 画 积 分 别 为 虐 各 了 22:8 (2.3.18) SR BE 
方 在 集 (G. CNK 0) 上 的 积分 ， 左 方 的 积分 为 | 
[us d@a ^ dQ.,— LÀ. (2.3.19) 


右 方 的 积分 拆 成 两 部 分 : 一 部 分 为 二 直线 之 交点 卫 AFE 者 , 5 
RAA PEK 之 外 者 ， 对 于 PEK, 有 


| ap 3m/3 f3m/3 — i pip 2.3. 
peg m Mm |sin (aa — 04) |de4 人 das= 2zF, (2.8.20) 
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IT PEK, EH Psp ER d£ d e 轴 到 此 二 支持 线 的 角 
记 为 a, B. 不 妨 设 B>a。 我 们 有 


f f [sin (a — o4) | dan 人 cas 


== f do [f^ sin (ou 一 a3) daa + f sin (as 一 04) daa] 


-f [2 — cos (o4 — a) — cos (8 — o4) ] doa 


-2(8—2a)-—2sin(8—a), (2.3.21) 
通过 点 卫 的 二 支持 线 间 的 夹 角 记 为 o, M o=8-a, WE 


| I app f |sin (a — a) | das ^ dag 
PEKE aja 


-2 1 (oo 一 sin o)gP. (2.3.22) 
由 (2.3.19). (2.3.20) 及 (2.3.22) 三 式 ,有 
| (c — sin. o)dP- 1. L-as F, (2.3.28) 
这 就 是 著名 的 Orofton 公式 . 


$2.4 平面 的 随机 分 割 


2.4.1 疡 域 的 随机 分 割 

平面 或 空间 的 随机 分 割 是 积分 几何 与 几何 概率 中 研究 得 较 多 
的 问题 之 一 ， 这 里 对 平面 的 随机 分 割 作 一 简要 介绍 ， 先 讨论 有 办 
Pu EJ, 全 平面 的 分 制作 为 其 极限 情形 考虑 . 
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Wr K 为 平面 上 的 有 界 闭 凸 域 ， 其 周 长 和 面积 分 别 为 志和 丈 , 
Wt GO. (pi, 由) G=1, 2, =, n) Jg n K 相交 的 随机 直线 ， 这 
些 直 线 将 OK 分 割 为 e 个 区 域 . 以 > 表示 内 顶点 总 数 ( 每 个 内 顶点 
实际 上 是 位 于 E 内 的 线 偶 的 交点 )， 又 , 以 e 表示 楼 的 总 数 (包括 
相 邻 顶点 间 的 直线 段 及 属于 边界 的 曲线 段 )、 Piin, 在 下 图 中 ， 
n=4, c—10, 2 一 5，e 一 22. 


图 2-10 


我 们 来 求 6, > 及 e WPI. v 的 平均 值 EQ) 按 定义 应 为 
BC) 到 "E vdG, AAGA = AdG, — (2.4.1) 
定义 函数 VM 如 下 ; 


， - 亿 M hk BG nG, Cin K, 
" lo, 4A=ER ANENE, 


HENTAM (3)-10-D/2 02M voe bio 
RANK ZK, WA | 
Joss muda Add 2f na ey dG, = 2o F, (2.4.8) 


Gxn KG 
其 中 前 一 等 式 来 自 (2.2.7) 式 , -而 后 一 等 式 是 (2.2.8) 式 的 直接 应 
用 ， 由 (2.4.8) UL em X s 立即 有 
| vdG, MAGa A ---dG, n(n—1)m FES, (2.4.4) 
最 后 得 到 
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(2.4.3) 


Bye Pak (2.4.5) 
用 类 似 方法 还 可 求 出 


nN F n\ pa n\ T 
五 (za) 一 2 — a — 4 24 Ea . 
(r?) «H3 tada eye (2.4.6) 


RA E(») 后 再 求 E(o) 就 不 困难 了 .我 位 注意, n 条 随机 直 
RE K AY SUR eA ER, 可 以 看 作 是 > 十 2m 个 顶点 v 个 内 顶点 、 


2n 个 在 边界 OK 上 的 顶点 ) 和 校 数 为 
oT (4z 十 6m) 一 2z 十 3n (2.4.7) 
的 一 个 图 .由 Euler 公式 ,有 
0—» dni, (2.4.8) 
从 而 有 
E(e) 2n(n—1) (x F/L?) -n--1, (2.4.9) 


现在 来 考虑 区 域 的 边 数 ， 个 区 域 记 作 由， da, +, du di H 
WRIN e, MANBA e= De Bunte 与 棱 数 。 不 是 一 回 
事 ， 在 e 一 2 十 8n 条 楼 中 ,有 2mn 条 属于 边界 , 它们 当中 每 一 条 仅 
是 一 个 区 域 的 边 , AFH vtn ARE K 的 内 部 , 每 一 条 都 同时 
是 二 相 邻 区 域 的 边 ， 因 此 总 边 数 
eo Sac 20v En) +2m=4v+4n, (2.4.10) 
从 而 
Ee) = 4E) tinm M DE. +4n, (2.4.11) 
类 似 地 , 可 求 出 诸 区 域 总 边 长 的 平均 值 ， 设 中 的 周 长 为 总 
dk sid s-hcme,eL 于 是 
E(s)—2nE(o)-L-2nz F/L-4L, (2.4.12) 
其 中 利用 了 (2.2.9) R. 
另外 ， 随 机 变量 UN —et/o, S —s/o P A= F/e 依次 代表 单个 
区 域 的 边 数 之 平均 值 、 单 个 区 域 周 长 之 平均 值 和 单个 区 域 的 面积 
BESH, RRT, EQ), EQ) EEM) 较为 复杂 ， 但 可 
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3 DT ITI 
E*(N)-—E(e*)/E(e) 
=4 4 I? 


uan Pnt L’ (2.4.18) 
? — E'(S)-E(D)/EQ) 
2noFL-M-L$ 
"Um —i)m Fmt (2.4.14) 
E*(A) =F/E(e) 
D (2.4.15) 


“amije Ft atij 


2.4.2 Eg RE LA Él 

"作为 上 述 讨论 的 极限 情形 ， 我 们 来 讨论 随机 直线 对 全 平面 的 
分 割 . 

REO) 为 依赖 于 参数 t 的 一 族 凸 域 , 其 面积 和 周 长 分 别 为 
FO MLO, 对 于 平面 上 任 一 点 P, 存在 参数 好, WIH dp 
HH PEKO. RRR KEG), 有 下 列 简单 的 结论 

tim ES. mo. | (2.4.16) 


为 了 证 明 (2.4.16) 式 , HBS K (D, fii ip K (0) 之 内 的 最 大 
WACO. OQ) ZEREA O, FBEAR. AEO RE 
上 述 要 求 ， 必 有 lim RG) coo。 以 0 为 参考 点 , WEG) 的 支持 


函数 为 AL(0), 接触 点 处 的 弧 元 记 为 ds,, 则 有 
FQ) -3 [1s RO LE), 


由 此 推 知 (2.4.16) RE. 
FK JEFTE 内 的 长 度 为 5 的 线段 ， 据 二 项 分 布 , n 
条 与 上 (相交 的 随机 直线 中 怡 有 m 条 与 Ko 相交 的 概率 为 


(EE) eam 


4r teo, EN KO) 随 二 的 增长 而 扩展 以 致 覆盖 全 平面 ， 癌 时 让 


. 80 e 


随机 直线 的 条 数 也 随 之 无 限 增加 , 妈 lim a(t) 7co, HAFA TR 
件 ， 


。 LA Ski aea . 1 
f Lt) 9^ 和 为 某 正 常数 ， (2 4 8) 


满足 上 述 要 求 的 依赖 于 i 的 随机 直线 系 ， 称 为 参数 为 的 齐 次 平 
Hj Poisson 直线 过 程 。 显然 , too 时 , (2.4.17) 式 的 极限 为 


ps ~ lim p,— LT o (2.4.19) 
而 m 的 平均 值 为 . 
E(m)-— » m pa 5A, (2.4.20) 


(2.4.20) 式 给 出 了 和 之 几何 音义 : 入 等 于 与 单位 线段 相交 的 随机 
直线 条 数 的 平均 值 . 
由 (2.4.5) 和 (2.4.6) 二 式 ,有 
lim EG/F) o aM/4, lim 再 (2179) -a?1/16, (2.4.21) 


从 而 var(v/F) —EQ?/F?) - LE(/F) 70, Hilt i8 


lim Z= (ns), (2.4.22) 
即 单位 面积 上 平均 顶点 个 数 . 
由 lim 7, —lim [(n/D) (L/F)] —0 


及 (2.4.8) 式 , 得 平面 被 分 成 的 小 区 域 面积 之 均值 : 
ECA) - lim P. lim (v/F--n/F 4 1/F)t 


= (as), (2.4.28) 
mA 
JERIH e* — 4» - 4n (BI (2.4.10) X), 得 小 区 域 的 平均 边 数 
2] Ln £y 4- án 
E(N) lim —— iim pinti 
4+4 ari 
[ iu =“ E 1 4. 
lim aP T 4 (a.s). (2.4.24) 
~ p/f 
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为 了 得 到 小 区 域 的 平均 周 长 , 利用 (2.4.8) Fem 231o +L, 有 


S 2N MosL 
E(S) —lim ~~ lim 一 
2( Sow/n) +L/n 
= ]im zi ; 
i> p/n+1+i/n 
人 (oa) E (o) —zF/L, v/n= (v/ F) (F/ D) (L/n), KA 
E(8)-— (a. 8. ). (2.4.25) 


2.48 关于 随机 分 割 的 注 记 

用 各 种 方法 对 空间 进行 随机 分 割 已 有 许多 研究 .以 上 所 述 用 
Poisson 直线 场 分 割 平面 ， 以 及 用 Poisson 平面 场 分 割 8 维 空间 ， 
是 最 简单 的 一 种 情形 . 

分 割 平面 (或 空间 ) 的 另 一 种 重要 的 提 法 是 ， 设 在 平面 (或 空 
间 ) 中 给 定 一 Poisson 点 场 , 与 点 场 中 每 一 点 相关 联 地 产生 包含 此 
点 的 这 样 一 种 区 域 ， 此 区 域 中 任何 点 到 该 点 之 距离 小 于 到 点 场 中 
任何 其 他 点 的 距离 。 这 样 , 便 将 整个 平面 (空间 ) 分 割 为 许多 凸 多 
边 形 域 ( 凸 多 面体 域 )。 这 种 类 型 的 分 着 既 有 理论 兴味 , 亦 有 实用 
意义 。 


$2.5 平面 上 的 带 域 集 


2.5.1 带 域 的 密度 
设 平 面 上 有 有 二 平行 线 ， 平 行 线 间 的 距离 为 <。 此 二 平行 线 闻 
的 闭 域 称 为 宽度 为 5 的 带 域 ， 对 于 具有 给 定 宽 度 a dii B, 其 
位 置 由 它 的 中 平行 线 的 参数 p, 风 完 全 确定 ， 因 此 当 a 固定 时 , 带 
域 B 的 密度 为 
aB=dpAdyg, (2.5.1) 
不 计 一 个 常数 因子 ,这 是 关于 平面 运动 群 不 变 的 唯一 的 密度 ， 
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BK 是 周 长 为 碾 的 凸 集 ， 现 在 我 们 来 求 与 K iAH B 
之 集 的 测度 , 即 求 m (B, BN y 

K+ø0}. BR, BNE=+0, 
等 价 于 B 的 中 平行 线 与 K, 


CK 的 距离 为 gw/2 的 外 平行 
DREZ, 从 而 有 
m(B, BK +ø} 
-| dB 
=L+ra, (2.5.2) 图 2-H 
%4 K 退化 为 一 点 卫 , W (2.5.2) 式 成 为 
m{ B, PEB} =a, (2.5.85) 
4 K 退化 为 长 度 等 于 s 的 线段 S 时 , (2.0.2) 给 出 
m{ B, B(849)-—2s--aa. (2.5.4) 


现在 我 们 来 求 包含 某 固定 凸 域 的 带 域 集 的 测度 ， 设 下 是 周 
长 为 也 的 凸 域 , 我 们 希望 求 出 mB, KCB} 的 表达 式 ， 
BEK 的 直径 (K 中 任 二 点 间距 离 之 上 确 界 ) 为 D, Wik B 
的 宽度 为 a, 且 D<a， 显 然 有 
m{B. KCB}=m{ B, B(1 K 0) 
—m(B, BAHAI KH} 
-—mna--L-2L-ma-—L, (2.5.5) 


2.5.9 Buffon 投 针 间 题 的 推广 

YET TELE EE C IRE P8 29 D. 的 平行 线 网 ， 将 长 度 为 (DD) WR 
段 ( 小 针 ) 随 机 地 投掷 到 平面 上 ， 求 小 针 与 平行 线 网 相遇 的 概率 2， 
Buffon (1707~1788) F 1783 年 首先 提出 并 用 积分 学 方法 解决 了 
这 一 问题 ,于 1777 年 作为 他 的 著作 < 自然 中 > 的 附录 正式 发 表 . 这 
一 问题 后 人 称 之 为 Buffon 投 针 问题 或 Bufion Jfr EEE. Buffon 
提供 的 解答 是 ， 
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27 3z 
= 2t 2.5.6 
P aD’ (2.8.6) 


Buffon 投 针 间 题 是 最 早 的 一 个 几何 概率 问题 , 在 一 定 意义 上 
说 , 它 也 是 一 个 最 有 代表 性 的 影响 最 大 的 几何 概率 问题 。 Buffon 
问题 问世 二 百 余年 以 来 ,已 有 各 种 推广 研究 ， 特别 是 积分 几何 的 
出 现 , 使 人 们 得 以 从 全 新 的 角度 对 这 类 问题 予以 洞察 。 以 下 我 们 
介绍 Buffon 问题 的 一 种 推广 : 将 平行 线 网 换 成 平行 带 网 ,同时 以 
Pi ME, | ! | 

设 平面 上 置 放 一 平行 带 网 , 带 域 的 宽度 为 a, 相 邻 二 带 域 闻 的 
MRX D. Ut Kı 为 直径 小 于 刀 之 西域 ， 其 周 长 为 Das 将 Ks 
随机 地 投 丘 于 平面 上 , 求 Ka 与 平行 带 网 相遇 的 概率 p. 

为 了 解决 这 一 问题 ,不 妨 换 一 种 角度 来 考察 : 设想 K 在 平面 
上 位 置 固定 ,而 将 上 述 平行 带 网 随机 地 投 所 到 平面 上 ， 求 网 与 KC. 
相遇 的 概率 ， AK 的 直径 小 于 刀 ， 故 可 作 一 直径 为 刀 的 圆 盘 
K, K4 KK1 忆 K， 网 的 一 个 位 置 , 对 应 于 网 中 唯一 条 带 域 与 玉 相 
交 的 位 置 (K 碰巧 与 二 相 邻 带 域 相 切 的 情形 可 不 考虑 , 因 系 零 测 
HERO. 这 样 ， 网 的 一 切 可 能 的 位 置 ， 对 应 于 与 E 相遇 的 带 域 之 
集 , 由 (2.5.2) 式 , 其 测度 为 xat+xD， 另 一 方面, 仍 由 (2.5.2) 式 ， 
与 K 相遇 的 带 域 集 的 测度 为 za 十 五、 因此 所 求 概率 为 


一 mot 
p arDY (2.5.7) 


当 平 行 带 网 退化 为 平行 线 网 (4 一 0)， 同 时 上 同 域 KC. 退化 为 长 度 为 
1 的 线段 (看 作 是 周 长 为 空 的 凸 域 ), W (2.5.7) 式 便 给 出 经 典 的 
Buffon 问题 的 解 (2.5.6) (HEWES DLIA], 11-72). 


2.5.3 进一步 推广 ( 任 德 脱 "") 

在 经 典 的 Buffon 问题 中 , 限制 小 针 长 度 不 超过 平行 线 间 的 间 
B8. 上 述 推广 虫 亦 有 K 的 直径 不 超过 DERA. MERIR 
消 这 一 限制 , 对 Buffon 问题 作 进 一 步 推 广 . 

引 理 设 了 为 宽度 等 于 了 的 带 域 ， 又 设 Ki 为 平面 上 有 界 
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Diii, VER EDU wh). BE wp) 由 下 式 定义 ， 
w$), YW wid) «D, 
wp($) -{5 M (dye D. 
则 含有 Ki 的 带 域 B 之 集 的 测度 为 
m{ B, KicB)-aD-[' wple) de. (2.5.9) 
证 明 央 带 域 召 的 运动 密度 为 
dB 一 dp 入 dt (2.5.10) 


KA m(B, KiCB]- n dp ^ dé 


- iD- e (95345 — D — |" w» (948. 


当 K HARRY DW, ws (d) mw (9), 此 时 公式 (2.5.9) X 
际 上 就 是 前 述 (2.5.5) R. | 

定理 ， 设 平面 上 有 间隔 为 刀 的 平行 带 网 ， 带 域 了 的 宽度 为 
a, Xd Ki 为 有 界 闭 凸 域 ,， 其 宽度 函数 为 w($)， 将 K, 随机 地 
BNCIOEED E, Ki 与 平行 带 网 相遇 的 概率 为 


mat | wo ($)dó 
P=— To 万) ^" 
其 中 函数 wolo) 按 (2.5.8) REX. 
证 明 与 2.5.2 段 作 相同 考虑 , Dum fS Ki 固定 于 平面 某 一 
位 置 , 将 平行 带 网 随机 地 投掷 于 平面 上 ， 另外 ,在 平面 上 作 一 直径 
X D KHAR KK 固定 于 平面 上 任何 位 置 均 可 .其实 上 段 的 讨 
论 中 亦 可 不 必要 求 KCK). BA, 平行 带 网 一 切 可 能 位 置 之 集 
的 测度 , 等 于 与 圆 域 K 相交 的 带 域 之 集 的 测度 ， 后 一 测度 为 
m{B. BAK X0) —madc s D-—sz(a4 D), (2.5.12) 
L, 考虑 平行 带 网 的 二 相 邻 带 域 之 间 的 区 域 ,， 它 是 宽度 为 D 的 带 
域 , 记 为 BJ。 由 引 理 知 ， . 
m1 B. K,cBi)-aD- | w»(d)dó, (2.5.18) 
从 而 ,与 Ki 相遇 的 平行 带 网 之 集 的 测度 是 (2.5.12) 与 (2.5.193) 
(854 


(2.5.8) 


(2.5.11) 


二 式 所 表达 的 测度 之 差 , 即 
m(a4- D) — (wD— f wo($) dd) 


-aa+[ wp (d) d$. (2.5.14) 


由 (2.5.12) 和 (2.5.14) 二 式 立 即 得 到 (2.5.11) 5X, 
当 Kj 的 直径 不 超过 也 时 , (2.5.11) 式 就 成 为 (2.5.7) 式 . 
特 款 ” 设 Kz 退化 为 长 度 为 了 的 小 针 ， 同时 , 为 方便 计 ， 设 
4 一 0， 即 平行 带 网 退化 为 平行 线 网 ， 在 适当 的 参考 系 下 ， 沾 针 的 


宽度 函数 为 
wv($)-—isinó, 0x$-«m, (2.5.15) 


情形 1 车 1<D, 此 时 wo($)-mw($). AX (2.5.11) 在 此 
情形 下 给 出 经 典 的 Buffon 问题 解 : 


情形 2 0D, 此 时 


lsing, 当 0 $ «are sin D. E a- arosin D «$m, 
wp ($) 一 D 
D, 当 arcsin 7 D <¢<r- arcsin 7. 


这 时 公式 (2.5.11) 给 出 


-2 D 2 p- da_ Dayzys 
p ~ arccos q +— yU (3—D?)/3], — (2.5.16) 


这 是 著名 的 所 谓 关 于 长 针 的 Buffon 问题 的 解 . 
以 下 我 们 来 讨论 凸 域 恰好 与 网 中 记 条 带 域 相 遇 的 概率 . 关于 


Efi PG KS 之 假定 同 前 . 
4 g-kD-A (k—1)a, SLAPS3E ww Cp) 如 下 : 
O, S wp) na, 
w(d)-—s.3, H s a Sw) <S, 
ve. v), scm mas, COT 
0, 24 w($) 23.4, 
我 们 有 下 列 结 论 ， 
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定理 平面 上 有 间 吗 为 DD 的 平行 带 网 , 带 域 的 宽度 为 4、 下 
AV HA DOS, SEHE BSEC wh). X, EA wa (9) 如 (2.5.17) 
式 所 定义 。 随机 地 将 Kı RFPL, Wp Ki 恰好 与 网 中 为 条 
带 域 相 过 的 概率 为 
工 7 r 
Pr = w(arD) f way (d) d. (2.5.18) 
证 明 仿照 证 明 引 理 的 方法 不 难 证 明 ， 有 疡 条 带 域 与 下 1 相 
通 的 平行 带 网 之 集 的 测度 为 
f vo ($) d$. 
证 明 的 细节 请 读者 自行 补足 . 
FE BAR Ka BAN KERT L WREN. e RLN 
前 , 即 s= ED - (k —1)a. TRE se Lo sua. N ARRERA wo) 
-—Lsinó, 0x$-z, Xpph-1, 2, «e. n, id os—arc sin 4 
又 ,规定 0a m. i£ (2.5.17) 式 规 定 way (9) 如 下 ， 
0, 当 Oxon. 3, 


Lsin d —s,3, 当 0g 4 a, 
wa ($) = Sn Lsing, 当 os 0,1, (2.5.19) 
0 M anp ES rr 
h=1, 2, =, n, 
上 式 仅 给 出 当 OSSE wa ZEL MI «$«an, 


wap = wala p). 
将 (2.5.19) RA (2.5.18), 得 
a=- 2 | e (Lsin $— s 4)dó 
+f Gua Lsing)ay | 
mz zr [8543 Oni C -|-gp_1) Ap F Shi 03.1] 
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十 (COS oj 一 2cos az 十 cosox 1), (2 .5.20) 


2L 

c (a4- D) 
h-1,2, ==, m, 

XPT henti, 这 时 woan) MTER: 


0, 3 0< <an, 
Wao lh) -| . . (25.21) 
L sing — sn, M os 和 < 可 . 


从 而 有 2L 2 
9 Sn 8 
Da TD mt ep UT z). (2.5.22) 


Mba--0, D- 1B, (2.5.20) 和 (2.5.22) 二 式 成 为 下 列 形状 ; 
mZ) 2has - (6 190. 


T (eosar, — 20+ 0080n), (2.5.23) 
h—1, 2, *, m, 
Pnti—2 La *!coso,-2na  (o,—m/2), (2.5.24) 


这 种 特殊 情形 是 前 人 已 有 结果 , 它 仅 是 (2.5.18) 的 一 种 非常 特殊 
的 应 用 . 
最 后 , 顺便 指出 , 知道 诸 pa 后 , 则 显然 


Atl 


P= S pr (2.5.25) 
为 凸 域 K 至 少 与 大 条 带 域 相遇 的 概率 .特别 是 当 &=I， 即 得 
K, 至 少 与 一 条 带 域 相遇 的 概率 , 也 就 是 前 面 我 们 讲 的 Ka 与 平行 
带 网 相遇 的 概率 。 就 (2.5.20) 和 (2.5.22) 二 式 所 表示 的 这 种 特殊 


WATE, 2 p (注意 令 o0) 正好 就 是 (2.5.16) R. 
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第 三 章 
平面 积分 几何 的 基本 定理 


在 上 一 章 中 ,我 们 讨论 了 各 种 几何 元 素 集 的 测度 , 规定 这 种 测 
度 的 准则 是 : 要 求 该 测度 关于 平面 上 网 氏 运 动 群 不 变 。 讨论 的 方 
法 , 是 就 一 种 一 种 的 几何 元 素 集 (如 点 集 、 直线 集 等 ) 分 别 考虑 的 . 
本 章 中 我 们 将 进行 较为 系统 的 讨论 ， 首 先 建立 积分 几何 中 最 基本 
的 概念 一 一 运动 密度 ， 然 后 介绍 平面 积分 几何 的 基本 定理 一 一 
Poincaré 公式 和 Blaschke 运动 基本 公式 ， 


$3.1 平面 运动 群 


8.1.1 平面 运动 群 

平面 上 欧 氏 运动 群 ( 在 不 致 引起 混淆 的 地 方 ,一 律 简称 为 平面 
运动 群 , 或 运动 群 ) 以 N 表示 ， 元 素 wE 怠 称 为 运动 ， 设 平面 已 
取 定 直角 坐标 系 。 FEZ u KHA Pæ, y) EIP, y^), Wi 
vv 可 表示 为 


u (8.1.1) 


y'—«csin $--y cos $ +b, 
KH a, b, p RAED URSA, Huw iE u (a, 56. ** 
(3.1.1) 式 与 通常 的 坐标 变换 公式 相对 照 ， 不 难 解 释 具 有 参数 w， 
b, 中 的 运动 的 几何 意义 ;在 平面 上 取 定 坐标 系 moy, 设想 另 有 一 
透明 薄 纸 覆盖 于 平面 上 ， 并 在 薄 纸 上 取 坐 标 系 woy， 倘 开 初 
。40 。 


voy’ 5j voy E&R, EIEE so'y’ 上 P' 点 与 平面 zoy E Pj 
重合 ， 现 将 荡 纸 紧 贴 原平 面 作 运 动 ， 致 "' 关于 coy Bi (a, 
b), H. oz 3] o'z' WHAI p. 这 时 三 和 已 关 于 cog 的 坐标 (m, 1m. 
(w^, y) 间 的 联系 正好 是 (3.1.1) R. 基于 这 样 的 解释 , 我 们 称 a, 
b 为 运动 的 平移 分 量 ,而 中 称 为 运动 以 的 旋转 分 量 . 


图 3-1 


运动 v(c, 5; p) 的 参数 的 变 域 为 

一 co<a 忆 十 co， 一 co<5< 十 co，0 委 上 <2z. 
在 3 维 欧 氏 空间 (a, b, H) 中 ,引入 等 价 关 系 : 

(a, b, $--2 kn) 一 人， b, 8), 为 任意 整数 ， (3.1.2) 
便 得 到 一 个 新 的 3 维 空间 ( 即 原 8 维 空间 借助 于 等 价 关 系 (3.4.2) 
所 形成 的 商 空 间 )、 这 个 空间 中 的 点 与 运动 群 中 的 元 系 一 一 对 
应 我们 称 此 空间 为 运动 群 媚 的 参数 空间 ,并 且 仍 以 表示. 

ADREM PRR u, b; p) 表示 为 下 列 和 矩阵 的 形式 是 很 


有 用 的 ， 
coso —sinó a 
JA cos b ;| (3.1.3) 


0 0 1 
在 这 种 表示 下 , 群 的 单位 元 。(0, 0, 0) 对 应 于 单位 阵 ; 


10 0 
e=| 0 101 
0 0 1 


. 4l» 


群 的 运 笋 对 应 于 通常 的 垂 阵 乘法 ,而 屎 的 逆 元 则 对 应 于 (3.1.8) 的 
— sind cos using—bcose ] (3.1.4) 
0 0 i 


[M 


| cos sing —e«cosdo — bsing 


3.1.9 左 推移 和 右 推 移 
对 任意 给 定 的 GE 中 ,可 以 在 M rpg SCRI B IH; ZE TETUR 
右 推移 ， 左 推 萝 定义 为 


L, MM, usi (3.1.5) 
Zii E 
R, MM, uus, (3.1.6) 
现 让 我 们 来 求 在 左 推 锣 及 右 推 欧 之 下 运动 的 参数 变换 , 设 8 由 下 
53 FEES IB 
cos po — sin po ao 
4 po cos oo bo | (3.1.7) 
0 0 1 


又 , uh (3.1.3) RR, WE 
cos do —sin po de cosd —sinó a 
zb po cos po bo | sind coso ] 
0 0 1] 0 0 1 


cos(d tpo —sin(d+ po) geos o — b sin go 十 ao 
| sin($--$sg)  ecos(Ó- $9) ener 


0 0 1 
(3.1.8) 
np 
G—*a cos Po — b sin do 十 co， 
L, | basin po -tb cos pot bo, (3.1.9) 
p dpt po. 
类 似 地 ,对 石 推 移 有 
a—>a C0S Pp — bosing ta, 
R; [rinde bocadito, (3.1.10) 
Qd» t$. 


3.1.3 六 上 的 微分 形式 

定义 于 运动 群 的 参数 空间 著 上 的 工 级 微分 形式 (简称 工 形 
式 ) 是 指 如 下 形式 的 表达 式 ; 

co (u) — a (u) daA- B (a) db +y (u) db, (3.1.11) 

Hp alu), Bu), 7 (0 EO”, 即 它们 都 是 4 的 坐标 由 b, 史 的 无 
53 np iX eR C. 

XPTEXC— A uc9* Db 9Y 上 所 有 工 级 微分 形式 之 集 ， 以 自然 
方式 引进 线性 运算 : 

co (U) + cos (U) = (o (U) + as (u) )da+ (Bi Qu) 

T Bau) ) db + (ylw) +y de, 
rolu) — Xa (u)da t AB (u) dó +y lde, AER, 
WHR 3 EREZA. MEE RRA M 在 成 % 处 的 余 切 空间 , 记 
Hs T5. 工 形式 da, db, do 构成 Ti 的 一 组 基 ， 或 者 , 在 da, db 及 

d 的 线性 组 合 中 任 取 三 个 线性 无 关 者 , 亦 可 构成 Z* 的 基 . 
由 左 推移 D, 和 右 推移 RS 分 别 可 以 诱导 出 余 切 空间 之 间 的 台 
Jj. 这些 诱导 映射 对 以 下 的 讨论 至 关 重 要 .由 Le 可 诱导 出 映射 
Li TiTa, oW) eao ls); (8.1.12) 
由 ,可 诱导 出 映射 
BR. TiTi, © (u) kous). (3.1.18) 
具体 说 来 ， 给 定 oU) -eQ2da-- BC) db +y (udh, oQ) A 
L 之 下 的 像 w(sw MARR: alu), B), y G0 分 别 换 
e(su), B(su), y (so, 同时 da, db, d 按 下 式 进行 代 换 ; 
da—>cos d da — sin podb, 
Le po da + cos po db, (3.1.14) 
d$4dà., 
R e Q0) dE B; ZTF Bi olus) 与 此 奖 亿 ， 即 一 方面 以 waGus)， 
Bus), v (us) 分 别 代替 alu), 860, 700, REITA P fedes 
. 43. 


db— (ay cos d» — b, sin $B) AP +db, (3.1.15) 
dodo. 
(3.1.14) 和 (3.1.15) 二 式 分 别 来 自 (3.1.9) 和 (3.1.10) 二 式 ， 


| da— — (ao sin b+ b, coso) dh -- da, 


$3.2 运动 密度 


3.2.1 左 不 变 1 形式 与 右 不 变 1 形式 
为 了 建立 运动 密度 概念 ， 需 要 先 介绍 所 谓 左 不 变 工 形式 和 右 
PELER. 
在 映射 素 下 保持 不 变 的 工 形式 称 为 堪 不 变 的 ， 在 映射 三 下 
保持 不 变 的 十 形式 称 为 右 不 变 的 . 
为 了 具体 地 描述 左 不 变 1 ER, RENERE 
Qr =u du (3.2.1) 
具有 左 不 变性 ， 事 实 上 , 我 们 有 
I Qr= (su) d(su) -w?*ssdu-—wdu—Qy, (8.2.2) 
ERER Qi 确实 是 左 不 变 的 ， 从 而 和 矩阵 Or 的 所 有 元 素 征 左 不 
变 工 形式 . Hi (3.1.3) 和 (3.1.4) 二 式 有 
coso sn 中 —acosgb—bsing 
| —sinó cosó vision) 
0 0 1 
—sinó d$ —eos$ ap da 
| cos ddo 一 sn 中 dp 3 


0 0 0 
0 —dó cosdac+sn 中 dp 
| db 0  -—sinóda-4ocosjdb | (3.2.3) 
0 0 0 


于 是 我 们 得 到 如 下 的 左 不 变形 式 ， 
wi—=cos p da-- sin pdb, w= —sin pda +ceoso db, 
Q3 — d$, | (3.2.4) 


T, op Oa, cos 是 线性 无 关 的 ， 

由 于 c1, oa, e 是 左 不 变 的 ， 因 兹 它们 的 带 常 系数 的 任何 状 
性 组 合 也 是 左 不 变 工 形式 ， 并 且 不 难 证 明 , 这样 的 线性 组合 已 经 
RRT N 上 一 切 左 不 变 工 形式 ， 即 站 上 任 一 左 不 变 工 形式 攻 可 
表示 成 为 w wa, ws 的 带 常 系数 的 线性 组 合 ， 事实 上 ， 由 于 o, 
wa, Cs 是 线性 无 关 的 ， 它 们 和 构成 Zi 的 一 组 基 ， 从 而 每 个 形式 
olu) BIRRA 

w(u) =a u) cos t B (u) coa - ^y (ut) cos. 
如 果 再 假定 eu) 是 左 不 变 的 , 则 应 有 
co (su) = a (su) co; (su) +B (s) cos (su) Hy (su) eos (su) =ou), - 

但 由 于 已 知 o 是 左 不 变 的 ， 即 ex(su) —ox(u) (—1, 2, 8), 从 而 


有 
[o (su) —«(u) 1 Qu) + L8 (su) — 8 (0) lolu) 


Ey (su) — y (u) lws Q0 一 0. 
再 由 o, €, cos 的 线性 无关 性 ,有 
a(su) —a(u), B(su) =B), (s) =y). 
KAERAREN s CORE X sr, alu), BU, y 00 sr x. 
总 之 ,我 们 求 出 了 (3.2.4) 式 中 的 三 个 左 不 变 工 形式 ,实质 上 就 求 
ETM 上 所 有 的 左 不 变 工 形式 ， 
求 右 不 变 工 形式 的 讨论 完全 类 似 , fp EUST. ABER 
Qng--duu (3.2.5) 
具有 右 不 变性 ; 
Rž Qp-d(us) (us) t= duss tut = Qp, 
由 (3.1.8) 和 (3.1.4) 二 式 有 
0 —d$Q pc 二 ce | 
2 0  —add--db (8.2.6) 
0 0 0 
从 而 得 到 三 个 线性 无 关 的 右 不 变 工 形式 : 
ol=badb +da, w= —ad$--db, e^ —db, (83.2.7) 
与 前 面 一 样 , ob o’, o? 的 带 常 系数 的 线性 组 合 是 有 不 变形 式 ， 
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nm dE, 现在 可 以 引入 运动 密度 概念 
首先 由 于 cx, cs os 稍为 左 不 变 1 形式 , 因 下 它们 的 外 积 
dK —o4 ^os Mws=da Ndb ^ dd (3.2.8) 
是 左 不 变 的 3 级 微分 形式 (简称 3 形式 ). Ad 
p= f (w) da Adb Add — f (u)r No ^os 
为 任意 一 个 左 不 变 的 3 形式 ,应 有 
f Gi) cos (su) Aog (su) As (su) =f Cu) ex (u) Aes (u) oslu). 
BUT IE o 是 左 不 变 的 , 即 
wlw) —o;(u), à—1, 2, 8, 
由 此 推 知 f=f (0). 
因为 这 一 等 式 对 任何 sE 吕 成 立 ， 故 了 Q) 必定 是 常数 ， 这 就 表 
明 , 若 不 计 一 个 常数 因子 , (3.2.8) 式 中 的 dE 是 况 上 了 唯一 的 左 不 
恋 3723. 
其 次 ,考虑 ou5 o, o? 的 外 积 , 得 到 
o! No? Aoc) =da Adb Ado -dK., (8.2.9) 
依据 类 似 的 推理 可 知 , 若 不 计 一 个 常数 因子 , dE — da A db A do th 
是 六 上 唯一 的 右 不 变 3 形式 . 
再 次 ,微分 恒等式 wu =e AM E) 可 得 
duwt +udu t= l 


Bp (wt 1dw t= —duw, 
亦 即 、 

Qnr = —QrlU), (3.2.10) 
VEN EB, Bg T 4531 H9 dK — da ^ db Ado 具有 如 下 的 性 质 : 

dK (uw 7) = dK i), (3.2.11) 


由 于 我 们 仅 考 虑 非 负 密度 , 因而 (3.2.11) 式 实际 上 表明 ， 当 着 以 
wt RE uny, dK 不 变 ， 我 们 把 这 一 事实 称 为 dE AST uie SU] 
不 变性 , 简称 为 反 演 不 变性 或 逆 不 变性 。 


[a g6 - 


综 上 所 述 , 3 形式 
dK =w Aw Awm 0! No? No? da Ado Ado (3.2.12) 

是 具有 左 不 变性 、 右 不 变 镍 及 反 演 不 变性 的 3 形式 ; 不 计 一 个 常数 
因子 , 它 是 具有 这 些 性 质 的 唯一 的 3 形式 ， 

(3.2.12) 式 所 表示 的 3 形式 AK 称 为 平面 上 运动 群 观 的 运 
动 密度 . 显然 ， 运 动 密度 dK =da Adb Add 正好 是 运动 群 的 人 参数 
空间 M 的 体积 元 . 

运动 群 的 参数 空间 由 中 的 一 个 区 域 筷 ， 亦 即 此 工 中 之 点 记 
对 应 的 那些 运动 所 构成 的 集 ， 9K ERR AX 上 的 积分 便 是 X 所 
对 应 的 运动 之 集 的 测度 , m] gx Si 有 的 运动 测度 . 


3.2.3 运动 测度 的 几何 意义 
为 了 帮助 读者 理解 运动 测度 及 其 不 变性 ， 这 里 作 一 点 直观 的 
解释 、 设 想 平面 上 有 二 区 城 肥 o 和 瑟 , 其 中 到 0 为 位 置 固定 的 区 
域 ,而 区 域 素 的 位 置 是 可 变动 的 ， 为 醒目 起见 ,图 中 将 开通 成 一 
矩形 ; 其 实 下 及 Ko 是 什么 样 的 形状 都 元 碍 于 以 下 的 讨论 ， 假 定 
下 有 一 “初始 位 置 ”《 附 图 中 所 示 情 形 ，K 的 初始 位 置 处 于 第 一 象 
腿 且 矩形 有 两 条 边 位 于 举 标 轴 上 》， 任 意 一 个 运动 vS 沈 ,将 把 人 
带 到 一 -个 新 的 位 置 ww 区 QUK 5 K 全 等 )， 现 在 我 们 考虑 能 把 
带 到 与 有 Ko 相交 的 位 置 的 那些 运动 4% 这些 运动 所 成 的 集 可 记 为 
X-(u uK(Ko*05 R uX NKorf. 
按 刚才 的 定义 ,集成 的 运动 测度 为 
miu, uK (| Kos 0 -| dK, (3.2.18) 


uKnEs-g 
其 中 dK 为 运动 密度 (3.2.12)， 应 当 留 意 , 与 第 二 章 的 讨论 相 比 ， - 
观念 有 所 改变 按 第 二 章 的 说 法 ， 应 是 求 与 Ko 相交 的 一 切 全 等 
于 五 的 图 形 的 集 的 测度 ， 而 按 现在 的 观点 , (ik OK 的 初始 位 
置 的 前 提 下 ， 与 Ko 相交 的 K 的 每 一 位 置 对 应 于 一 个 运动 ， 然 后 
求 这 些 运动 组 成 的 集 的 测度 . 
现在 来 看 看 运 劲 密度 的 几 个 不 变性 的 直观 意义 ， 先 说 运动 密 
.4 好。 


图 3-2 


度 的 左 不 变性 . dE 8 为 任意 给 定 欧 一 个 运动 ，s 把 KK。 带 到 新 的 
位 置 sKe， 对 于 这 个 同 定 的 sK o, 仍 考虑 与 刚才 同样 的 问题 , 即 考 
虑 运动 的 集 X= {v ovK GKO +0} 的 测度 ， 因 为 
Xı={7; WEN (sK o) x } = { su, (su) KN (sKo) +6}, 
并 且 Cu) KN (sK9) #0 FAT uE D Kor0, TRAHIR Xs 
是 运动 的 集 X ={u uK NK +0) 经 左 推移 L 的 结果 , 即 互 := 
LX, BiexrBEHJZSAETE,nIADmCE)—mCX). xo, 
运动 密度 的 左 不 变性 体现 了 下 述 几 何事 实 , 把 KO 带 到 与 KS 相交 
的 运动 的 集 之 测度 ， 与 Ko。 置 于 平面 的 何 处 无 关 ， 运动 密度 的 右 
不 变性 的 几何 意义 可 作 相仿 的 解释 ， 仍 设 3 为 任意 给 定 的 运动 , 
E s 的 作用 下 , 的 起 始 位 置 变 到 了 sK. IN 
Xa={v, vsSE) NKo#Ø} 
={us; (us) (6K) 1 Kov) 
—(w' uKn Eo], 
可 见 Xs ER X — Cu uK D Ko 0 Ede RA WAR, Xam 
BOX. 由 运动 密度 的 右 不 变性 , "DAR mOXQ--mCX). 亦 即 在 
求 上 述 测度 时 ,运动 密度 的 右 不 变性 体现 了 与 五 .的 起 始 位 置 选取 
无 关 这 一 儿 何 事实 ， 译 此 ，, 我们 已 经 看 出 , 不 论 Ko 置 于 何 处 , 也 
不 论 K 的 初始 位 置 如 何 , xa X—i(u uKD Ko) 的 运动 
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测度 总 是 一 样 的 . “如是, 现在 这 种 求 运动 集 的 测度 的 观念 与 原先 
求 几 何 元 素 集 的 测度 的 说 法 就 一 致 起 来 了 .由 刚才 的 讨论 还 可 看 
出 , 置 放 固定 图 形 的 平面 上 的 坐标 系 (固定 标 架 ), 以 及 与 动 图 形 附 
着 在 一 起 的 坐标 系 ( 活 动 标 架 ) ,i 都 可 以 任意 选取 .最 后 我 们 来 考 
察 运 动 密度 的 反 演 不 变性 . BUD ÓEduKDK9545 TED 
vOKQqÉ, WER X= {v vKof K 0) ENR X —(u, 
uK (1 Ko ) 取 运 动 的 反 演 而 来 ( 即 对 X 中 每 个 运动 取 其 逆 , 便 
得 集 Xs). 由 运动 密度 的 反 演 不 变性 可 知 mr( 卫 3) =m(X). i 
式 表 明 ， 当 着 交换 Ko 5 Ko 的 地 位 ， MA K 为 位 置 固定 的 区 域 .、 
五 o 为 位 置 可 变动 的 区 域 ， 把 Koia K 相交 的 运动 的 集 之 测 
度 与 原先 所 求 的 测度 相等 . 


3.2.4 运动 密度 的 其 他 形式 
若 不 用 参数 a, b, 四 来 确定 运动 ， 而 以 其 他 适当 的 参数 确定 
运动 , 则 运动 密度 dK 将 取 另 外 的 形式 ， 
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加 图 ， 取 有 向 直线 GY (E ow WRAAE po, DIES C 
oc 上 有 向 线段 OH. 的 值 ) 作 为 确定 运动 的 参数 .我 们 有 
a- peos -- tein $, b —psin $ —t cos $, 6-4. (8.2.14) 


从 而 有 aK —da Adb Nda = dp Ade Adt, 


即 
dK —dG* ^ dt, (8.2.15) 


以 下 再 介绍 运动 密度 的 一 种 形式 ， 此 形式 的 导出 基于 下 述 事 
实 : 除去 单纯 的 平移 而 外 (单纯 的 平移 仅 依赖 于 两 个 参数 ,形成 零 
WER), 每 个 运动 和 都 可 以 通过 绕 平 面 上 某 点 QE, n 作 一 旋转 
来 实现 .运动 入 指定 后 , KEH R 便 随 之 确定 ，Q 称 为 运动 的 
旋转 中 心 。 图 中 所 示 运 动 (ga, b 内, 可 以 通过 绕 @ 旋转 角度 少 
来 实现 。 利用 关系 
£p -(—a)?- Q-5), 
(En) cosp — £ (£ — a) 4-3(9— 5) 
可 得 运动 密度 的 如 下 表示 形式 ， 
dK = 4sin? ($/2)d£ Ado Adó, (3.2.16) 


$3.3 Poincaré 公式 


3.89.1 运动 密度 的 又 一 表示 形式 
本 节 要 研讨 的 问题 是 ， 平 面 上 有 定 曲 线 To 及 位 置 可 变动 的 
曲线 IDs, 我 们 希望 计算 运动 集 {u wT 由 To¥#8} 的 测度 ， 为 此 需 
要 导出 运动 密度 的 一 种 新 的 形式 ， 不 难看 出 , 若 知道 二 曲线 相交 
于 和 何 处 以 及 交角 的 大 小 ， 即 车 知道 To 和 D. 在 交点 处 各 自 对 应 的 
弧 长 参数 so 各 8&1 以 及 交点 处 二 切线 的 夹 角 9， 则 动 曲线 D; 的 位 
置 就 完全 确定 了 ， 这 就 是 说 ,运动 可 由 参数 so, s 及 0 确定 ， 以 
下 我 们 来 寻求 用 o, s, 9 表示 的 运动 密度 形式 . 
设 Zo 为 逐 段 光滑 有 曲线， 位 置 固定 于 平面 上 ，woy y EH 
架 , Te 在 «oy 中 的 方程 为 
v—c(s39), y 一 (so) (3.3.1) 
其 中 % 为 弧 长 参数 ， 又 , 设 逐 段 光滑 曲线 T 为 动 曲线 ,在 活动 标 
R XOY 中 的 方程 为 
X =X (s), Y =Y (s) (3.3.2) 
其 中 s ANDE EG. To 了 在 交点 卫 处 的 切线 分 别 记 为 PT 
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PT, PTQXpor 轴 的 倾角 记 为 so, PT; 对 OLX 轴 的 倾角 记 为 m， 
PT, 与 PT 的 来 角 记 为 9， 此 外 ， 设 活动 标 架 由 参数 &, b, 四 所 
确定 ， 


图 3-5 
E To Dex P beBUuUSSC ss, WA 


2(so) =a +X (5) cos — Y (s) sing, 
y (so) =b +X (s) sind +Y (s) cos, 


微分 之 , 得 
dx dA dY 
die dso 0 = oos d— 5 sin des 
T CX sin ó4-Y cosQ)dó, 
— dy dX dY 
di D dso (全 sing+ S oos Jd 


— (X cos —Y sin d)dé, 
对 以 上 二 式 以 及 db WIR, 并 注意 到 


d , [4 
= COS Oto, A = SIN æo, A zi 
o 2 


de 
dso 
可 得 下 式 : 
dK =da Adb Ado 
=sin (ao — o — $)ds ^ ds; Adó. (3.8.8) 
注意 ,倾角 eu, os OE XY X8 4r 0 oom, 0o m; BI ov 8] OLX 
WA $ ilie O«oc2o 又 ,此 处 曲线 交角 8 规定 为 由 PTs 到 PT, 


I， 


的 绝对 值 不 超过 vw 的 角 , 一 w 二 9<w， 央 而 

— Bm «ag — o4 — d «m, 
M —gm-o9—04—d-m HW, 

&o— 03 — $ — 0; 

M — 8r <a 0 — Wi, 

0 — 04 — p= 0 — 2s, 
由 于 我 们 仅 考 虑 非 负 密 度 ， 故 不 论 哪 种 人 情形，(3.3.3) 式 中 的 
sin (ag —o4 b) 均 订 用 isin8| RE, 又 因 eo, oa 仅 分 别 依 赖 于 
so，3， 故 不 论 在 哪 种 情形 均 有 dO =o dsa ds, do, mini y 
(3.3.8) 式 中 的 do 可 用 dO FUR, — 故 最 后 得 到 用 so，si 及 0 表示 
的 运动 密度 形式 ; 

dKı= |sing| dso Ads; ^ dð, (8.3.4) 


3.3.2 Poinearé 公式 
有 了 运动 密度 形式 (3.3. 邹 以 后 ,立即 可 导出 Poincaré AA. 
To 和 了 除 满 足 刚 才 的 假定 外 ， 今 再 设 其 长 度 分 别 为 Lo M Ia. 
取 (3.3.49 式 两 边 的 积分 ,积分 域 为 {u era 站 Toz8}y (换言之 , BU 
动 曲线 六 的 一 切 与 To 相交 的 位 置 的 集 )、 左 方 为 
IN ds, [^as MIT EA (3.3.5) 


至 于 右 方 , 需 注 意 若 对 于 Ds BRAME RA nA, 那么 
此 位 置 应 % 次 地 重复 计 入 , 故 右 方 为 


ndKı. 


从 而 得 到 Poincaró m 
| ndKı=4 DI, (8.8.6) 
此 公式 亦 可 写作 
[nai - 41.1, (8.3.7) 
意思 是 说 积分 域 为 全 空间 MN, 盖 因 当 Iun Bla 3E n-0, 
s 52» 


密度 形式 (8.8.4) 在 Poincar6 公式 的 证 明 中 起 了 关键 的 作 

用 , 这 里 , 再 介绍 由 密度 形式 (3.8. 急 引出 的 一 个 公式 , 它 在 下 面 证 

Hj Blaschke 公式 时 要 用 到 . 将 交 与 Te 的 郊 个 交点 处 的 交角 分 

BIEN O, Oa, -—, On 于 (3.3.4) 式 双方 同 乘 以 10,| 后 取 积 分 ， 
得 到 . 

NP: le dK1~2% Lo Ly. (8.3.8) 


(£21 


83.4 Blaschke 运动 基本 公式 


Poincaré 公式 所 回答 的 问题 是 ， 如 何 求 出 与 定 曲线 相交 的 动 
曲线 集 的 测度 现在 我 们 所 要 处 理 的 问题 是 : 探讨 与 定 区 域 相交 
的 动 区 域 集 的 测度 .这 个 问题 的 答案 就 是 著 名 的 Blaschke 运动 
基本 公式 . 它 是 平面 积分 儿 何 中 最 基本 的 定理 . 


图 3-6 


现在 我 们 要 讨论 的 问题 可 以 看 作 是 Poincaré 公式 所 处 理 的 
问题 的 进一步 发 展 ， 因 为 我 们 不 妨 把 二 曲线 相交 视 为 二 区 域 相交 
的 极限 情形 (参看 图 3-6). — 这 一 看 法 对 下 面 即将 展开 的 讨论 是 一 
种 启示 : 在 Poincaré 公式 中 二 曲线 的 交点 数目 % 是 密度 dK1 的 
"BUS 如 今 对 于 二 区 域 Di 与 Do 相交 的 情形 ， 起 同样 作用 的 应 当 
是 交集 DND WRA”. 为 了 刻 划 这 个 “ 块 数 "， 下 面 先 介绍 全 
曲率 概念 。 然 后 叙述 并 证 明 Blaschke 公式 。 


3.4.1 闭 曲 线 及 平面 区域 的 全 曲率 
设 工 为 平面 上 具有 和 连 急 有 识 的 定向 曲线 ， 所谓 并 的 全 更 率 
. B8 e 


由 下 述 积 分 定义 : 


ea - f. x ds, (8.4.1) 
其 中 8 为 工 的 弧 长 ,或 者 ,利用 x=dv/ds, 将 (8.4.1) 改写 为 
=f, dr, (3.4.2) 


HP r 表示 ow 正 旋 至 曲线 的 切 级 正 向 的 角 ， 积 分 沿 工 的 正 向 进 
ff. 

全 曲率 概念 可 推广 到 逐 段 光滑 曲线 的 场合 ， 设 定向 曲线 工 由 
m 段 光 滑 弧 a= A, Ai a ($71, 2, e, Mm 规定 Angi7 3) BF, tia 
在 A, 处 的 切线 到 as 在 4; 处 的 切线 的 角 ( 即 角 点 4 处 之 外 角 ) 记 
HOJ, —a<8 (A) <a. 工 的 全 曲率 可 定义 如 下 


e(D) -& [e 300. (3.4.8) 


无 重点 的 曲线 叫做 简单 曲线 . 如 所 周知 , 任意 一 条 光滑 或 逐 
段 光滑 的 简单 六 曲线 ， 其 全 曲率 必 为 +20 〈 正 负 号 依赖 于 曲线 正 
向 的 选择 )， 这 就 是 所 谓 翅 线 回 转 定 理 ， 

利用 闭 曲 线 的 全 曲率 概念 可 以 规定 区 域 的 全 曲率 . ED EH 
有 限 条 逐 眉 光滑 的 简单 闭 曲 线 做 边界 围 成 的 区 域 ， 边 界 的 正 向 按 
习惯 方式 取 定 ( 即 沿 此 方向 前 进 时 ， 区 域 常 在 左 侧 ). 组 成 92D 的 
各 围 道 的 全 曲率 之 代数 和 , 称 为 也 的 全 曲率, wA cD). 例如 下 
EP, (a) gk, e(D) 一 一 2w (b) 3k, eD) 一 2m. 

区 域 的 金曲 率 总 是 2o 的 整数 供 ， 将 此 整数 记 为 x4D), WO 


c(D)=2% (D). (3.4.4) 
3E y CD) 称 为 区 域 D 的 Euler 示 性 数 . 
关于 全 曲率 及 园 转 定理 的 严谨 表述 , 见 陈省身 《 哆 氏 空间 中 的 
曲线 和 曲面 >， 中 


8.4.2 Blaschke 运动 基本 公式 
定理 设 Do 为 有 限 条 逐 段 光滑 的 简单 闭 曲 线 转 成 的 区 域 ， 
D, 的 全 曲率 为 co, MRA Fo AEA Lo Di 为 同类 型 区 域 , 其 全 
曲率 .面积 及 周 长 各 为 C1, Fa kL. X 3128 88 Di Do 之 全 曲率 
为 co, Bl eo 0 (DA 1 Do). Xt Do 位置 固定 , Di 为 动 区 域 ,运动 密 
ERWA dK WE 
[uu Eam 2a es Fa - Loa). (3.4.5) 


公式 (3.4.5) fi Blaschke 运动 基本 公式 . 

证 明 先 介 绍 必 要 的 记号 ，2Di OD, 的 边界 ) 的 那些 光滑 弧 段 
WA al (j=0, 1), T 2D, 的 角 点 记 为 A, 相应 的 外 角 记 为 2 CAD 
GEXG a), Aha, ADB] FARAUH CERO. 按 区 域 的 全 曲率 定义 ， 
有 

g=}; atr +EP), j=0, 1. (9.4.6) 

证 明 的 大 致 线索 是 ; 设法 将 cor 表达 出 来 ,然后 计算 (3.4.5) 

式 左 方 的 积分 ， 我 们 知道 cu 是 区 域 D Do 的 全 有 曲率 ， 亦 即 


D,D Do 的 边界 的 全 图 率 ， DiN Do WARE H“ A T D p R 
Do 的 边界 ”和 “ 含 于 Do 中 的 Di 的 边界 ?组 成 ， 它 含有 6D。o M eD 
的 原 有 的 某 些 角 点 ,还 包含 这 两 种 边界 在 交接 处 新 产生 的 角 点 (这 
些 角 点 处 的 外 角 记 为 0;)。 以 和 表示 aD 上 的 流动 点 ， 以 % 表示 
9D, 上 的 流动 氮 , 则 有 


cu 人 de GO fi de G2 
*2,0GD- € 645426, (3.4.7) 


其 中 so si 分 别 为 6Do, 0D, 上 的 弧 长 参数 (3.4.7) 式 右 方 五 部 
分 依次 简 记 为 Pa Pa, Ps Ps 及 Ps， 以 下 分 别 考 蝶 每 一 部 分 的 
积分 .积分 


n-[ (PaK, = (| de (s) Ks 
DN Do Dn Dtg pED 


HERE BEE D. 于 某 个 位 置 , 让 2 EET Di 内 的 aD C3 
动 ; 然后 让 Di 变动 ， 取 一 切 与 Do 相交 的 位 置 ， 此 积分 亦 可 作 如 
TAR: 交换 积分 次 序 , MINE wp 固定 于 8Do 之 某 处 , Di REH p 
点 的 一 切 位 置 ; 然后 再 让 pp 在 6D。 上 变动 。 于 是 有 


Dam frana fren, TO) Es] amen, ax 
e3sF.[ de(s) = zur. fy ds). (3.4.8) 
由 运动 密度 的 反 演 不 变性 , 交换 Do, Da 之 地 位 ,有 
Bf aaa PIRS, (oer 


也 In D#0 


-| (人 dr (s) JE. 
再 依照 导出 (3.4.8) 式 的 同样 的 推理 , 有 
I f D. (| D, dv GD JAK; 
-2« Fo $ | a drla). (8.4.9) 


对 于 (3.4.7) 式 右 方 第 三 、 第 四 两 部 分 , 积分 后 为 
. B6 


b=f .| $64) EE: 


Dn P8 NATE D; 


=50 (A) f gen, IKa 2FL O(A), —— 3.4.10) 
L= fn , POK f. sk 名 9 (AD JAE 


4j€ Do 


-| (Bo UDJE x obf. ar 


Aj €b, 

-2rPo $ 90(41). (3.4.11) 
为 了 求 出 第 五 部 分 的 积分 ， 注 意 诸 名 是 0D, 与 0D. 前 正 向 间 的 
和 角 ， 在 Do, Di 以 及 Din Do 背 按 习惯 方式 取 边 界 正 向 的 情况 下 ， 
这 些 角 一 般 都 满足 0<0;<w， 因 此 利用 (3.8.8) RE 


1,-| (PaK - [ (E dK: 
Dı D#9 Din Do 
= 2m Lola. (3.4.12) 


将 (3.4.8)，(3.4.9)，(3.4.10)，(3.4.11) 及 (8.4,12) 五 式 相 加 ， 
并 利用 (3.4.6) 式 , 便 得 到 (3.4.5) A, 


8.4.83 Blaschke 公式 的 直接 推论 
Blaschke 公 式 以 其 高 度 的 普遍 性 著称 .现在 我 们 来 考察 这 个 
公式 的 一 些 直 接 推 论 . 
l. 设 D。 和 Di EA hik, W o= 01 001 2o, 从 而 有 
f, NE T Fo Fi) + Lola. (8.4.18) 


2. 如 果 区 域 Do, D; 都 是 各 由 一 条 简单 闭 曲 线 围 成 ， 这 时 co 
一 01 一 2x，Cei 一 29v,， DV 为 交集 DND K“ Hha”. AWAR 
(3.4.5) 变 成 

| ydEi 一 2m(FoTPD) RI. (8.4.14) 

8. 设 Dy 是 有 限 多 个 披 此 分 离 的 凸 域 Di 的 并 集 ,， del, o, 

m， 总 面积 为 Fo 总 周 长 为 Le。 又 , 设 动 区 域 D, 由 一 条 简单 闭 曲 
RER, 面积 为 Fa, 周 长 为 Lx， 这 种 情况 下 。 

.57- 


Co— 20mm, c= 2m, 
于 是 (3.4.5) 式 给 出 
v OK 4—2« (Fo mF4)-- LoL ) (3.4.15) 


Stp y 为 动 区 域 Di 所 过 到 的 项 的 个 数 ， 特 别 是 当 Do 退化 为 m 
个 点 时 , 则 有 


IE dK,-2mmF,, (3.4.16) 
其 中 v 表示 进入 动 区 域 Di 的 点 的 数目 . 
5S f | e 
X) 
Q S 
Di id 
(a)—6, v—4 (0 m=5, v=2\ 
图 3-9 


4. To Tai Poincaré 公式 中 之 假定 ，To Ta 可 视 为 由 二 
区 域 Do, Di 退化 而 来 , PREE Fo= FiO, 周 长 分 别 为 27o 和 
2 五 的 二 区 域 ， 在 这 种 看 法 下 , To 与 Ti 的 交点 个 数 多 相当 于 交 
集 Din Do 的 块 数 , 故 co1 一 mn"2xm， 由 Blaschke 公式 (3.4.5) 得 到 


| nd K ,— AInla. 
DinDod 


也 就 是 说 , Poincaré 公式 可 视 为 Blaschke ARZEK. 
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第 四 章 
平面 积分 几何 的 应 用 


上 一 章 介绍 了 平面 积分 几何 的 基本 定理 ， 它 们 有 着 广泛 的 应 
用 .在 这 里 既 没 有 可 能 也 没有 必要 穷 举 所 有 这 些 方 面 ， 我 们 选择 
了 用 个 典型 的 课题 ， 作 比较 深入 细致 的 讨论 . 一 方面 借以 展示 积 
分 几何 在 应 付 某 些 问题 时 所 特有 前 作用 ; 另 一 方面 , 想 通过 对 这 些 
典型 问题 的 剖析 ， 使 读者 逐渐 学 会 运用 积分 几何 理论 处 理 问题 的 
方法 . 


$4.1 等 周 不 等 式 


等 周 不 等 式 是 几何 学 中 最 耐人寻味 的 课题 之 一 ， 也 是 整个 数 
学 中 一 则 具有 实质 性 意义 的 命题 . 关于 平面 曲线 的 经 典 等 周 不 等 
A, 已 有 A. Hurwitz(1902) . E. Schmidt(19839) 等 多 种 巧妙 的 证 
法 . 本 节 介 绍 的 积分 几何 证 法 , 亦 有 其 独特 之 处 。 


41.1 等 周 不 等 式 的 证 明 
所 请 平面 曲线 的 等 周 不 等 式 ,可 正式 表述 如 下 
定理 ”长度 一 定 的 所 有 闭 的 简单 曲线 中 ， 圆 所 图 成 的 面积 最 
X. 换言之 , 车 工 是 简单 闭 丫 线 工 的 长 度 , 了 是 工 转 成 的 面积 ， 
则 有 
有 -4r5Fz0， (4.1.1) 
. Bg 。 


且 等 号 仅 当 D 为 圆 时 成 立 . 

简单 闭 册 线 忆 围 威 的 区 域 记 为 K. 因为 我 们 将 利用 Blasehke 
公式 和 Poincaré 公式 来 证 明定 理 ， 所 以 我 们 补充 假定 荆 逐 段 光 
id 

证 明 一 ”首先 假定 K Jesum. LOK 作 为 位 置 固定 的 区 域 ， 
以 与 五 全 等 的 Ki 作为 动 区 域 。 对 K, Kz 运用 Blaschke AR, 
对 K A K WARAH Poincaré 公式 ,有 

f. NU dP + 1, (4.1.2) 


nd K4 — ATA, (4.1.8) 


NM 
令 mwu-miu uKıNK +9, OK NIK 1839 $^), 
PERFILA: 1°. 因 KK; 全 等 于 下 ,不 能 彼此 包含 , 故 mo= 0i 
2°, OK 5 OK 的 交点 数 为 奇数 时 ，2K: ORK 处 于 相 切 位 置 ， 
这 些 位 置 构成 零 测 度 集 ， 故 当 了 为 奇数 时 有 ms=0; 8*. 二 凸 域 
Kı 5 K 相交 时 , 恒 有 coi — c KN KE) —2o; 4?.. 二 曲线 相交 于 多 
点 时 , 这 些 位 置 当 % 次 地 重复 计 入 .我 们 有 


Mat ma T --- =4xF +IP, (4.1.4) 
2m + 4m, + — 412, (4.1.5) 

由 上 述 二 式 有 
I?— Ag F — m, t 2m t Smg4----. (4.1.6) 


但 因 一 切 m0, 从 而 证 得 (4.1.1) R, 
JE OK 为 非 凸 的 ， 这 时 考虑 K 的 西 党 (convex hull) K*. 
K HARLI HRF SL I FERMOZAS FU, L'—L, 从 


而 有 
I?—4xuF—L"—AsF'-0. 


值得 注意 的 是 , (4.1.6) 式 对 等 周 亏 格 d= L?—AnF 提供 了 一 
种 几何 解释 ， 以 M, ER OOK, 30K 有 等 于 及 多 于 了 个 交点 的 位 


置 集 之 测度 , 则 4 3 M, 
证 明 二 ” 仍 设 五 uu WER R— 工 /2m 的 加 作为 动 区 域 
。60 。 


到 1， 我 们 注意 到 , 对 这 样 的 Ki EPMA KCK, WRUDREA 
KCK.. 因为 否则 会 导致 矛盾 ， 比 如 设 KiCK, 则 应 有 (G 为 直 


线 ) 
| aa<] dq, 
GnE;s«d GniEs-0 
但 这 是 不 可 能 的 ， KCK 可 类 似 地 排除 ， 对 于 下 , Ki 运用 二 
基本 公式 ,有 
| GK1=2nF + 2m? GE + (4.1.7) 
E.nESd 1 2w , UC 


| nd K ,— I2, (4.1.8) 
aK.nerad 
从 而 有 
QF + Pem tmtm, (4.1.9) 
4I? —2ma-4- 4m, + 67g t, (4.1.10) 
由 上 述 二 式 , 有 
I?—AwPF-—29mQ4d4mg-d-6mg4---. (4.1.11) 


从 而 定理 得 证 ， 此 式 同样 也 给 出 了 等 周 亏 格 之 几何 解释 ， 但 需 注 
意 此 处 的 m. 与 (4.1.6) 式 中 不 同 . 


4.1.9 加 强 的 等 周 不 等 式 
iK 为 有 界 凸 域 ， 周 长 和 面积 分 别 为 卫 和 和 五。 考虑 含 于 K 
内 的 最 大 的 圆 和 包含 KC 在 其 内 的 最 小 的 圆 ， 前 者 之 半径 记 为 fru 
后 考 之 半径 记 为 7。。 设 7 适合 
TST, (4.1.12) 
以 半径 等 于 了 的 圆 K: 作为 动 区 域 . 自然 ， KK1 不 会 含 于 下 内 也 
不 会 包含 及。 因此 运用 基本 公式 得 
2r E 42m rty 2ar L= mat mtm, — (4.1.18) 
8s Li - 2ma-- Àm, t 6m t", (4.1.14) 
由 以 上 二 式 得 
tL P-mr—(met amt met..). (4.1.15) 


因为 请 xi 关 0, 从 而 得 到 Bonnesen 不 等 式 : 
hd 61 LI 


rL-F-—wnr*z0, (4.1.16) 
此 不 等 式 对 一 切 满足 不 等 式 (0.1.12) Zo m PRE. 
将 (4.1.15) 式 右 方 简 记 为 pC7), 并 利用 恒等式 


IL-F- pa Lry 
rL-F-art= i.p n (A r), (41.10) 


可 将 (4.1.15) 式 改写 为 


L -F-a( $ -r) +o (r); (4.1.18) 

Rr=r Rr=re, WE 

E Fu n) tet), 

ds -F-a 55 —re) tolre) 
ZAHM, 得 
s -F-l[s (£ =n) -7 (4 -n) to (ri) Tto (v) ]. 
ann Z rotle on] rn eon] 
或 


L2-— dcr [(5— Dar)? (2m rs — L), (4.1.19) 


这 是 由 Fujiwara, Bol 导出 的 不 等 式 它 强 于 经 典 的 等 周 不 等 
式 ， 此 式 表 明 仅 当 同 时 有 
r= L/2mz, re=L/2nm 

时 , 才 有 一 4zF=0, 其 几何 意义 不 言 自明 . 

利用 200 V0 2 ety), Bi (4.1.19) 式 得 到 

L?— 4n Fza?rn.-—vr), (4.1.20) 

此 形式 由 Bonnesen 导出 . 

通过 以 上 的 讨论 我 们 看 到 ,在 研究 等 周 不 等 式 及 其 推广 当中 ， 
积分 几何 方法 所 起 的 特有 的 作用 .这 里 顺便 提 一 下 我 们 对 
Hurwitz 证 明 的 认识 .平面 曲线 的 等 周 不 等 式 的 Hurwi 刀 证 明 
十 分 精巧 而 初等 , 为 目前 绝 大 多 数 微分 儿 何 教 程 所 采用 ， 这 一 证 
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法 的 奥妙 何在 呢 ? 从 积分 几何 的 角度 来 看 ，Hunrwitz 证 明 中 那个 
AKEZ (27r) 与 闭 凸 曲线 (如 前 所 说 , 仅 须 就 凸 的 情形 讨论 ) 的 某 
个 宽度 相等 ,这样 的 图 与 凸 域 不 能 互相 包含 ,从 而 可 推 得 (4.1.16) 
式 一 一 而 达到 这 一 步 正 是 Horwitz 证 明 中 的 关键 ， 


4.1.8 等 周 亏 格 的 上 界 估计 

关于 等 周 亏 格 4 一 2 一 4xwF 的 上 界 ,有 下 述 估计 

定理 RETR K 的 边界 OK. RU MESE h REA p, Pp 的 
最 小 值 记 为 pn»， 最 大 值 记 为 pv， 又 ,Ko 的 周 长 和 面积 分 别 为 卫 


T) PF. WA 
A= L?— Ax F x n?(py — pm)”. (4.1.21) 


证 明 一 ”首先 讨论 一 个 更 一 般 的 问题 . 设 Kidg xum oK: 
亦 具 有 连续 曲率 半径 ， 我们 希望 解决 下 面 二 问题 ; 

问题 4. 若 oK 的 最 大 曲率 半径 不 超过 pm, R mE, KiCS 
K}; 

HE B. 车 8K; 的 最 小 曲率 半径 大 于 或 等 于 pu, CR m{K: 
KDOK}. 

设 平 面 上 固定 标 架 为 wzoy， 并 于 Kı EREM DERE roy, 
先 设 o'w 与 os 保持 平行 ( 即 只 允许 Kz 作 平 移 )， 并 设 Ko, Kj 分 
别 关 于 roy, voy 的 支持 函数 为 pola), pila). HAEE, 现在 
我 们 讨论 问题 4， 当 KS 位 于 至。 之 内 、 且 Kx 保持 与 KR。 相 切 
WEF, 则 o^ 的 轨迹 围 成 一 个 以 2(o) — pola) — pi (o) 为 支持 
ER RS PE CER ptp” 一 Do 十 网 一 (2 十 0) 2p— 170). K1 Æ Ko 
PESE ER BRL EC SEL BS LE E AR P Ub IR ZER. H (1.2.13) 
式 , 此 凸 集 之 面积 为 

gj, Gt-v526-1 f” i-us 
1 和 2 !2 22 Po 
十 zi. (p-p Jap- f (2o91—popi)do. (4.1.22) 


ERAH Ko Kı 之 面积 Fo Fi EFE, [Hl 
Bi L.4.8)5X, Ko 55 Ki ZEAR Ko BILL pola) 十 和 (ao) 为 支 
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持 函 数 的 凸 集 ) 的 面积 为 
1 (* "e 
Fazi f (pp-mpde. 
故 (4.1.22) 式 成 为 
TE, KiCKo E Kı 无 旋转 } 一 Fo 二 Fi 一 2Fo. (4.1.28) 


车 允许 旋转 , 则 有 
m(K4, KC Ko) - 2nFs--9a F4 — 2 Fa (0)d8 


=2æ (Fo + F4) — Lola, (4.1.24) 
最 后 一 步 运用 了 (1.4.7) x. 
对 于 问题 B， 由 运动 密度 的 反 演 不 变性 ， 其 结果 与 问题 4 相 
EJ, Bp 
TK, K32 Ko) =m{Ko: KoC Ks} 
—2o (Fo + F4) — LoLa. (4.1.28) 
以 五. 表示 半径 为 了 的 圆 . 若 * 生 on， 考虑 测度 
mAK,. K,C Ko}; 
车 7+ 之 pu, NI AIR BE 
m{K,. K, Ky). 
不 管 属于 哪 种 情形 ， 这样 的 测度 均 以 mm。 表 之 ， 因 此 , 根据 
(4.1.24) 和 (4.1.25) ZR, YE ros 或 7 之 px 的 假定 下 ,有 


2e =F+or’— Lr. (4.1.26) 
由 于 moz0, MUR 
Fass Ir-a( ey - (E —F)20, (4.1.27) 
特别 说 来 ,对 ?pn 及 7 一 pz, 有 O 


I^ L 3 
m —F«a( A. -on) ? 
(4.1.28) 


注意 pn< d ops, 由 上 面 二 不 等 式 有 
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Boreh) Z) eamm 
再 利用 熟知 的 初等 不 等 式 Amy x (er y^, 可 得 
L?— 4r F <a? (pu — pm). (4.1.80) 
证 明 二 ”刚才 的 证 法 , 关键 在 于 导出 《4.1.26) 式 . 其 实 我 们 
可 更 方便 地 导出 此 式 ， 以 半径 为 了 的 圆 作为 K, 对 Eo 1 运用 
Blaschke 公式 各 Poincaré 公式 , 则 有 
2a FP --2z573-- 2c L — mo mt mt mt, (4.1.81) 
Sor L-2ma- Am, + 6m t", (4.1.82) 
ÉL SS, TE (4.1.81) hi, SET BEA A HRK CS Ko EAR IBLE 
Ko 的 那些 7, VA mo-0. 由 此 二 式 有 


Etar’ Ir= [mo (mat 2me-t Smet-.")]. (4.1.88) 
但 是 当 ? 生 pn 或? 关 py 时 应 有 
m. —0, $274. 


故此 时 (4.1.88) 式 给 出 (4.1.26) R. 余下 的 推理 同 证 明 一 . 
值得 注意 的 是 (4.1.33) 式 实际 上 提供 了 更 多 的 信息 ， EON 
Mp rr. 或 了 Pr 时 有 
— (ms 十 2ms 十 32s 十 …) 20, (4.1.84) 
则 (4.1.21) 式 中 的 pm, puc 分 别 换 成 ra，mz 以 后 , 不 等 式 仍然 成 


立 


$4.2 一 个 区 域 能 够 包含 另 一 个 区 域 的 条 件 


关于 一 个 区 域 包 含 男 一 个 区 域 的 问题 ,有 人 们 所 熟知 的 
Hadwiger 条 件 。 本 节 中 我 们 给 出 关于 一 个 区 域 包含 另 一 个 区 域 
的 另外 一 种 形式 的 充分 条 件 。 这 一 条 件 与 Hadwiger 条 件 等 价 ， 
但 与 后 少 相 比 有 明显 的 优越 性 ， 不 仅 形式 上 更 加 简洁 .易于 检验 ， 
而 且 这 种 形式 的 条 件 使 人 们 一 中 了 然 地 看 出 二 区 域 的 等 周 亏 格 廊 
起 的 作用 , 从 而 更 深刻 地 揭示 了 问题 的 本 质 ， 
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4.2.1 一 个 区 域 能 够 包含 另 一 个 区 域 的 充分 条 件 

定理 ( 任 德 麟 2) 设 Ko, ;都 是 由 简单 闵 曲 线 转 成 的 区 域 ， 
周 长 分 别 为 Lo 和 厂 ， 面 积分 别 为 Po 和 FL X, KK, 的 等 周 亏 格 
L —4rF iJ p 4($—0,1). FRI 


(Lo — L4)? 77 4o- 4 (4.2.1) 

成 立 , 则 必 有 KCK KCK. E 
To 一 石 > (4+4), (4.2.2) 
DIi— Lo (4.4), (4.2.8) 


mZ (4.2.2) Æ Ki Ko HAIR, IRIECA.2.8) KCK: 
的 充分 条 件 . 

证 明 ”假设 8Ko、 Ka 是 逐 段 光 洛 前， 一 般 情形 可 通过 用 折 
RE Ko, 0K 的 手续 补足 ， 这 一 步 放 在 证 明 的 末尾 ， 由 
Blaschke 基本 运动 公式 ,有 

mo 十 vdKı=2a(Fo+F,) +Lols, (4.2.4) 


3K: NK. +0 
其 中 mo ERWE mUK; Kc Ko)s m(Ko KoCKi}; v -eC(Ks 
NK) /2xw， 妈 交集 Kf) Ko fj Euler 示 性 数 ， 亦 即 交 集 KNK, 
的 块 数 . 又 , 由 Poincare 公式 ,有 


nd. K 4 = 4LoLz, (4 .2 . 5) 


fs 
EP n ER OK, 与 9K。 的 交点 数 。 注意 ,Kz 门 KKo 的 每 一 块 ( 区 
域 ) 的 边界 均 由 属于 6Ko 及 属于 OK; BIER, PAG EU v 
与 交点 数 % 之 间 恒 有 关系 vn/2， 于 是 由 (4.2.4) 和 (4.2.5) 二 
式 可 得 


显然 , 当 


moz» 2 (Fot F4) — LoL. (4.2.6) 
2x (Fot F4) — LyL47»0 (4.2.7) 
时 , 则 有 m>, W mo>0 Zi KCK R KK: RREH, 
条 件 (4.2.7) ER Ka 可 置 于 Ko 的 内 部 或 Ko TET Kz 的 内 部 
的 充分 条 件 ， 但 条 件 (4.2.7) 可 等 价 地 变形 为 如 下 的 不 等 式 ; 
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(Lo—L)> Li—4dzrFot Li— daw, (4.2.8) 
此 即 不 等 式 (4.2.1), 
现在 我 们 来 证 明 不 等 式 (4.2.2) 是 致 K 3C Ko 的 充分 条 件 . 
首先 我 们 注意 , 由 经 典 的 等 周 不 等 式 
Ai— L—4m F0, 
A (4.2.2) :X (4.2.8) 之 右 方 在 实数 域内 有 意义 . 不等式 (4.2.2) 
等 价 于 如 下 的 不 等 式 组 ; 


Ly, (4.2.9) 
(Lo — L)? >At A. (4.2.10) 
不 等 式 (4.2.10) ( 亦 即 不 等 式 (4.2.7)) 可 变形 为 
2m (Fo — F4) > LoLa— Ax F^, (4.2.11) 
在 不 等 式 (4.2.11) 中 计 入 (4.2.9) 式 及 等 周 不 等 式 
Ii—A4mPFi0, (4.2.12) 


则 立即 推 知 FyFus Big (4.2.10) 式 的 成 立 已 经 蕴含 KCK 
或 KCK, 今 复 有 和 条件 Fo>Fi 可见 必 有 Kaíc Ko MATE, 
(4.2.8) RER KoCKi 的 充分 条 件 . 

现在 去 掉 6K。，0K 为 逐 段 光滑 的 假定 ， 仅 仅 候 设 它们 是 可 
求 长 的 , 这 时 结论 仍然 成 立 ， 推 理 要 点 如 下 ; AR ER RRIK 
oK WE Ko, OK. pP OKT" LRL EC KT? HEB AK 
A 3la3s FP LP, HFEA m, 由 已 证 之 结论 , 当 

om (P0? 4- F9?) — Lj? Lf 0 

时 则 必 有 KPCKP 或 89CK99， 考 虑 到 这 里 讲 的 区 域 的 包 
合 关 系 是 指 一 区 域 在 另 一 区 虞 的 内 部 , 以 及 不 等 式 (4.2.7) 是 严格 
不 等 式 ,极限 过 程 将 提供 所 求证 之 结论 . 


4.9.2 与 Hadwiger 条 件 的 比较 
定理 (Hadwiger 条 件 中 外) 关于 Ko Ki 的 假定 同上 一 段 
定理 .不等式 
Lol,—4mFi- ((LALi—i6xFQFQ)U? (4.2.18) 
是 及 iC Ko 的 充分 条 件 ， 不 等 式 


"E y ， 


4m Fo — Loi (LEI — 16r? FoF A (4.2.14) 
是 KoC Ki 的 充分 条 件 . 

现在 我 们 来 考察 Hadwiger 条 件 (4.2.18), (4.2.14) 与 前 自 
定理 中 的 铸件 (4.2.2)、(4.2.8) 之 间 的 关系 ,我 们 有 下 列 结论 ， 

定理 条件 (4.2.2) 与 条 件 (4.2.13) 等 价 ， 条 件 (4.2.3) 与 条 
件 (4.2.14) 等 价 . 

证 明 前 面 已 经 提 到 ， 不 等 式 (4.2.2) 等 价 于 由 (4.2.9) 和 
(4.2.10) 组 成 的 不 等 式 组 ,或 者 说 , 等 价 于 由 (4.2.9) 和 (4.2.11) 
组 成 的 不 等 式 组 .而 Hadwiger 条 件 (4.2.18) 则 等 价 于 由 不 等 式 

Lola dw P10 (4.2.18) 
和 不 等 式 (4.23.11) 组 成 的 不 等 式 组 ， 因 此 , (4.2.2) 5 (4.2.18) B9] 
等 价 性 归结 为 这 两 个 不 等 式 组 的 等 价 性 . 

假定 (4.2.9) 和 (4.2.11) RX, WA (4.2.9) 与 等 周 不 等 式 
(4.2.12) 结合 起 来 可 推出 (4.2.15) R, 从 而 不 等 式 (4.2.11) 和 
(4.2.15) 组 成 的 不 等 式 组 成 立 ， 反之, 车 (4.2.11) 和 (4.2.15) 成 
36, WA Fo Fio BEAR Fo Fi, 那么 此 时 不 可 能 出 现 Lo Li, EI 
为 由 前 段 定 理 知 若 a> Lo 必 致 E37 Po( 注 意 ,不 等 式 (4.2.11) 的 
成 立 已 经 排除 了 Zo= 六 的 可 能 性 ). 这 就 是 说 , 由 不 等 式 组 
(4.2.11) $01 (4.2.15) nf DL TERR 45x28 (4.2.9) 80 (4.2.11). 至 
lt, 已 建立 了 不 等 式 (4.2.2) 5 Hadwiger 条 件 (4.2.18) 的 等 价 
性 ， 同 理 可 证 不 等 式 (4.2.8) 与 Hadwiger 条 件 (4.2.14) 是 等 价 
的 、 自 然 , 在 建立 这 种 等 价 性 的 过 程 中 ,用 到 了 当然 成 立 的 经 典 等 
周 不 等 式 . 

既然 条 件 (4.2.2) 和 (4.2.8) 分 别 与 Hadwiger 条 件 (4.2.18) 
和 (4.2.14) 等 价 ,那么 提出 条 件 (4.2.2) 和 (4.2.3) 的 意义 何在 呢 ? 
至 少 从 以 下 两 方面 看 ， 我 们 有 理由 建议 用 条 件 (4.2.2) 和 (4.2.8) 
取代 Hadwiger 条 件 (4.2.18) 和 (4.2.14). 

其 一 , 在 检验 条 件 是 否 满足 方面 , 条 件 (4.2.2)、(4.2.8) 比 条 
件 (4.2.18)、(4.2.14) 简 易 得 多 ， 实 际 上 , 条件 (4.2.2) 和 (4.2.8) 


明白 地 告诉 人 们 : 在 验 知 条 件 (4.2.7) 满足 后 , 再 看 一 下 Lo 与 - 
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熟 大 熟 小 则 立即 可 作出 判断 . 

其 二 ， 条 件 (4.2.2) 和 和 (4.2.3) 明显 地 展示 了 二 区 域 的 等 周 亏 
格 4 在 这 一 充分 条 件 中 的 作用 .在 这 种 形式 的 充分 条 件 中 ， 量 
CAo- 4)? RARE: 当 周 长 之 差 大 于 这 个 量 时 , 条 件 (4.2.2) 
和 (4.2.8) 可 用 以 判断 谁 包含 谁 ， 形 象 地 说 ,其 (46 十 4D 坟 大 , “不 
利于 ”区域 的 彼此 包含 ; Cor A07 小 “有 利于 ”区 域 的 彼此 包 
dr. 联系 到 等 周 亏 格 的 几何 意义 ( 冰 可 视 为 KK, 与 圆 形 偏离 程度 的 
一 种 尺度 )， 不 等 式 (4.2.2) 和 (以 -2.3) 的 直观 意义 就 比较 明显 了 . 
观察 一 种 极端 的 情况 是 有 趣 的 ， 当 Ko, Kı WERN, 4=4=0, 
这 时 这 两 个 不 等 式 告 诉 人 们 的 乃 是 生动 面 初 浅 的 几何 事实 一 一 小 
圆 可 以 放 入 大 圆 中 ， 


4.9.8 若干 推论 
由 4.2.1 段 的 定理 可 直接 导致 若干 推论 . 
推论 1 K UGER K, Ki 的 周 长 、 面积 及 等 周 亏 格 分 
EA Li, Fi B A, 6-1,2, Nj 
Do— Lt» (hot AD, (4.2.16) 
La- D> (it 4) (4.2.17) 
分 别 为 能 有 KicK 入 oC Ki 的 充分 条 件 . 
结论 是 显然 的 。 值得 注意 的 是 , 此 二 条 件 较 之 对 应 的 条 件 
(4.2.2) 和 (4.2.8) 为 强 ， 例如 , 若 (4.2.2) 成 立 , 则 因 
<i 及 < 


必 有 (4.2.16) 式 ; 但 反 过 来 ,省 (4.2.16) 式 成 立 , (4.2.2) 式 不 一 定 
RY. 
推论 2 3.2.2) J xr, 6 Ks 换 为 周 长 保 持 为 五 的 另 一 区 
RE, 只 要 其 等 周 亏 格 odas 则 民 1 可 含 于 Kop. # 4.2.8) 
式 成 并 ,将 E 换 为 周 长 保 持 为 LA 的 另 一 区 域 信 ;， 只 要 其 等 周志 
格 A, «4, W Ei 可 包含 Ko. 
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84.3 凸 域内 定 长 线段 的 运动 测度 UERR 


4.3.1 问题 的 提出 
考虑 如 下 的 几何 概率 间 题 ， 设 有 二 凸 域 有 Ko。 和 Ki, Ka tF 
开 o 内 部 .将 长 度 为 了 的 线段 站 
随机 地 投掷 于 乎 面 上 ， 若 已 知 六 
沙 入 区 域 及 o 内 部 , 试 求 W 与 Ki 
相遇 的 概率 .这 就 是 所 谓 的 探 针 
搜索 问题 ， 车 能 求 出 含 于 Kon 
Ks HERREN 的 运动 测度 
m=m{N, Nc Ke, 
图 4l 以 及 与 五: 相遇 的 N 的 运动 测度 
mam N.N( Ki), 


则 所 求 的 几何 概率 为 
p-—ms/m. 


其 中 ma 的 求法 是 极其 简单 的 ， 只 要 视 N 为 周 长 为 27 的 退化 区 
域 , 直 淡 运用 Blaschke 公式 即 可 .至 于 测度 ma ( 即 含 于 凸 域内 的 
定 长 线段 的 运动 测度 ) 的 求法 , 则 较为 困难 .本 节 的 目的 就 在 于 建 
立 这 一 测度 的 普遍 公式 ， 值得 注意 的 是 , 解决 上 述 搜索 问题 并 不 
是 我 们 讨论 这 种 测度 的 唯一 目标 。 这 种 测度 无 论 在 理论 上 或 应 用 
上 均 有 一 定 意义 .下 一 节 我 们 将 利用 它 解决 一 系列 几何 概率 问 
题 . 


4.9.9 凸 域内 定 长 线段 的 运动 测度 公式 
定理 设 卫 为 平面 上 有 界 闭 凸 域 , 周 长 为 二 WRAY F, N 
为 长 度 等 于 常数 了 的 线段 . AFD AHN 的 适 动 测度 记 为 mm(D)， 
则 有 | 
m (1) -aP-MLe| 2 (1—o)4G, (4.3.1) 
JUbo3URDIkGdnmügmde C0 
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证 明 BEKED I HARRE N, HERREN O, STD 
Uu xt iae w^ (D. MB SX PUT ieu: 
mi (D) —m(N*, N* (18D 9, O,€ int D}, 
mi) =m{N*. N NƏD +H, 01€ DJ, 
m? (D) =m{N*, 04€ D A N* 5 0D 恰 有 一 个 交点 }， 
mP (D) 2-m(N*. o,€ D B. N* 5 0D 恰 有 两 个 交点 }. 


显然 有 
mi (D) m$? (D, (4.3.2) 


n; (1) — m£? (0) +m (0). (4.2.8) 
于 是 有 
m^" (D) -| dK — mi (D —2x F — mP (t) 
N*ID+0 
(O0 cintD) 


—2a F-m +m), ` (4.8.4) 
现在 我 们 把 注意 力 集中 于 测度 mz (D MME., ATKA, RN 


mt) -| ag—| dK 
NADA N 


D» 


ABIT 
= (2n 4-21L) — 2r F = AL, (4.3.5) 
公式 (4.3.5) 可 以 视 为 一 独立 的 结果 ， 在 积分 几何 发 展 的 晤 A, 
Santaló 曾 用 精湛 的 技巧 导出 这 一 公式 . WT cR W EmO, 
可 设想 N 附着 于 一 有 向 直线 台 上 ， 人 与 20 交 于 二 点 相应 于 
G* 在 DD 上 截 出 的 纺 长 o<1 利用 密度 形式 (3.2.15) 式 
dK —dG" Adt, 
我 们 有 
mE M = l—-o)d&@*=2 i—c)dG, (4.3.6 
D- Le pg R BO 


注意 , 一 条 无 向 直线 G 对 应 于 两 条 有 向 直线 GY, 这 是 (4.3.6) 式 
右 方 因子 “2” 的 来 源 , 将 (4.3. 四 和 (4.3.6) 二 式 代 入 (4.3. 儿 式 ， 
即 得 

m'(l) - 2uF —21L4-2 NE (Qa. — (4.8. 


(e«l) 
由 于 无 向 线段 六 的 一 个 位 置 对 应 于 有 向 线段 N" 的 两 个 位 置 ， 故 
(T1 


从 (4.3.7) 式 可 得 (4.3.1) R. 

推论 1 当 1=08, mO) = rF, 

注意 ,m2.(0) SETUR D KARA P aM 

m{P, PC Dy -2aF 

有 区 别 ，m(0) 表示 D 内 “ 零 长 度 线段 "的 运动 测度 一 (无 向 ) 线 
段 绕 其 中 点 旋转 后 被 看 作 是 回 到 了 原来 的 位 置 

推论 2 Wd KDR DHB., WTE fd 显然 有 和 (人 
一 0 GER D ACEAST N), Bp 

aF-L | (I—e)dG —0, V Izd, 
Gnpneg 
ERA m dn P NAA. 


| ,a0=L, NEC EDU 
GND+G GADH 
HEIKE A (4.3.1) 式 是 一 个 内 涵 很 丰富 的 公式 . 


4.3.3 广义 支持 函数 和 限 防 函数 
公式 (4.8.1) 虽然 表达 出 运动 测度 m 介 ,但 公式 中 所 含 积 分 
项 不 便于 实际 计算 ,因此 我 们 希望 将 这 一 公式 转化 为 另外 的 形式 . 
为 此 我 们 首先 引入 广义 支持 函数 和 限 蓄 函数 概念 . 
| 定义 ”以 表示 西域 已 被 直线 G 截 加 之 弦 长 ， 当 G 仅 与 2 
相交 包括 Gn2D 是 线段 情形 , 约定 ec=0. G 的 表示 下 广义 法 式 . 
对 任意 给 定之 o 及 8$(0<$<2m), 置 
pC, $) =sup{p: m[G 1 (in$D)] — e), (4.3.8) 


我 们 称 二 元 函数 plo, p) HADA s E dS, 
显然 , 取 o=0, Wp, p) 便 是 通常 的 支持 函数 ， 从 而 有 


| p, 2d L. (4.8.9) 


定义 ”以 cu ($8) 表示 垂直 于 中 方向 的 直线 G mie D AN 
的 弦 长 最 大 值 , 即 
cu($) =sup{o; c=m[IGN (int D)]). 
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HE E AEI 及 $8(0<9$<2m), E 
ra, $) —mintl, ox(H)}, (4.8.10) 
我 们 称 二 元 函数 ?CL p) HA D 9 ERE HC. 
显然 , IHE UO, 广义 支持 函数 (o, d) 在 区 域 
(Fi); 0<9<2r，0<o<sr( $) 
上 有 定义 ， 


4.3.4 用 广义 支持 函数 表达 m D) 的 公式 
Td 8241121 ft £808 J^ X. 3588 EROR a e xA es zh uu BE 
mO) 的 公式 . 
定理 Epo, $) Ara, p) 分 别 为 凸 域 冯 的 广义 支持 函数 
TUR Eu. mO 之 定义 同 前 ， 则 有 
m) a P- |" ap [7 pte, dde, (4.8.1) 
HOP F N D ZR, 
附注 “在 公式 (4.3.11) rp, 内 层 积分 的 下 限 应 为 “0””， 今 为 
简便 计 ， 一 很 记 为 “0” 
证 明 公式 (4.3.11) 可 由 公式 (4.3.1) 转 化 而 来 。 将 (4.3.1) 
式 右 方 积分 项 简 记 为 /， 
J=, (— o)dG., (4.3.12) 


以 下 专 事 处 理 积分 JJ， 
为 了 下 面 证 明 的 需要 ， 我 们 将 [0, 2a] 划分 为 三 种 类 型 的 一 
些 子 区 间 . 
第 1 型。 IP-léD,d4Qu,b-i 2, e, n 
条 件 ， 当 $EIW? 时 ,1 min ex (9i 
$e 


k=1, 2, tUe, Mh 
第 2 型 P=, $1], k=1, 2, =, 2na, 
条 件 ，1) Ia OD m, k=l, 2, +, ng 1 (4.3.14) 
2) Mo9cIP m, I> min cul); (4.3.15) 


$EIpP 


(4.3.13) 
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8) "46crg? n, 
Pulp), d) = —p(ou($--m), pHa), (4.3.16) 
第 3 型  IP=IPP, 9E), k=], 2, o, 2na, 
dd. 1 pap? +a, k=l, 2, =, mtl, (4.8.17) 
2) 4 6 CI m, lmin orn(g); (4.3.18) 


$erím 
8) 4 $ C IC? Bj, n(ou($), $) > 
—9(cu(o m), $--m). (4.8.19) 
相应 于 区 间 的 如 此 划分 ,对 积分 (4.3.12) 处 理 如 下 : 
关于 第 工 型 子 区 间 上 的 积分 , 我 们 有 


na (l—o) dd —1 | dp ^de 
GnDse Cnpeg8 
(ex5écI;) (axbéc Ig?) 
432, 
-| edd [7 pO, 9 -pa $106 
GnDsf [75 
(e«t; ETD 


ii [ten (c, $] | 一 NO $)de de 


ap pO, d) dd — 5 s" plo, d)de, (4.8.20) 
&-—1,2, nai. 

在 计算 第 2 型 和 第 3 型 子 区 间 上 的 积分 时 ， EXER G.L3.15) 
和 和 (4.3.18) 的 作用 ,以 及 显然 成 立 的 关系 


Cul +r) -ou($). (4.3.21) 
对 第 2 型 子 区 间 , 我 们 有 
JP | (1—c)dG 
GND 
(<ou( 风 ji 由 ET 人 7 
t anas -og=1| a dp ndh 
(«o0 (9; $6 I5) (e«ou(6X $61) 
一 d d | dp ^d 
Joss d p^ d$ E GA DG p Ad$ 
(0 xeu(6): 66 IS?) TuE 


7 GnD48 edpNdd iJ [2(0， 内 —-p(ox($), $)1dó 
(eso (D. 6 € Pup 


2 [ texte, 1 | p(c, $)do dé 


cu.) -P 


$r 
+ NE [2%(0， $) —p (Gr Ch) D pld 


- os {top Co, Dl -E po, do la 


e 
-I f p(0, &)dó— Ti p(ou (0), dod) 
MEO ONES 
- | og | f plo, pao -l fr p(0, pag 
-1 fT pou), $s 
[o eu Dp(u D, dió 


dE tr 0. (Uu) 
- +r a fi plo, $)de 


Pu 


natt1 


ap p(0, pagat [^ pO, Has 


-人 op (7 po, dido 
EM ou($) uin 
-[Lo96 [7^ pe, 9 de-1(7. plou), pyd 


ap Pay (um), ut or) dy 


+ 人 cu(d)p(ox(9), d)dà 


(459 


~ 
^d 
2 


e 
+| oy ud m)p(au Qt m), 4+ 
[^ 
再 计 入 (4.8.16) 和 (4.3.21) 二 式 , 得 于 


eg . daas ; 
a 十 J 吕 1 一 U. p(0, $) di pO, pag} 


一 TAN do L^ plo, p)de 


ue 


eu d$ M plo, d)do L (4.3.22) 
0 


对 第 3 型 子 区 间 , 有 
IEIR ,oe 


(c=0u(6:s en) 


+| a-oa | (oaG 
GnD«8 JGnn«g 
(e «eu Ge?:e e T? (o>0u(d):$EID.:) 


- (A i-es 3 plond) 9) (oa o, $340 
ap [2(0, P) ^ p(ex (9), 4)1dÓ 
-| ente; DIM PA -f n(c, 9e 


HSE Lpo, WD -p(o« (9), DI 


zn lente e]. (e -P po, e) loe 
=1 f?" sc, dade f pCO, pid 


EA OG) 
- f ap f" pte, bdo 


[d 
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ES. €x (4) 
-| apf ple, do 
TY. o 
CIA 
AD p(ou(b a), P+) dy 
[258 
- (eutbyn(ru(ó- 2), dt dd 
4S 
-1 ptt), Was 


GMT ON 
在 最 后 两 项 积分 中 施行 变量 替换 由 -w+m， 并 注意 到 关系 
(4.3.21), 则 可 看 出 上 式 右 方 最 后 四 项 正好 相 消 , 从 而 得 到 


BE e +k+1 
Parit po, papt po, papt 
i3 O ulh) 
df. e pe, dde 


«pu em ae [ M9 o(o, d) do}, (4.3.28) 
k=1, 2, =, ns 
将 (4.3.20), (4.3.22) 及 (4.3.23) 三 式 对 相应 指标 求 和 ， 然 后 
THAM, 最 后 得 到 


-if, 0, 52-18 E 


a) 
Syn 


dpf po, dodo 


+5 5 f. ur f? pto, gjdo), (4.3.24) 


$—2 k=l 


根据 限 弦 函数 的 定义 ( 见 (4.3.10) R) A (4.3.9) 式 ， 立 即 看 出 
(4.3.24) 式 可 改写 为 


J-L- ("a5 f ^ nte, d)do, (4.3.25) 
将 此 式 代 入 公式 (4.3.1) 即 得 所 和 欲 证 之 (4.8.11) X, 


公式 (4.3.11) 对 平面 上 任意 凸 域 缘 成 立 , 从 原则 上 说, 它 提供 
T RAE CIR] mO 的 一 般 程序 , 先 找 出 凸 域 的 广义 支持 函数 
AIL ER 927 BR 2C, 然后 按 公 式 (4.3.11) 作 初等 运算 即 可 ， 
此 外 , 渤 引 入 所 谓 广 义 宽度 阵 数 
w(c, $) ^p»(c, $) -p(c, +a), (4.3.26) 
则 公式 (4.8.11) 可 转化 为 下 述 形 式 ， 


m(l) - aF — N d [^ ute, do. (4.8.91) 


4.8.5 ”矩形 域 的 m (D) 
作为 举例 , 今 应 用 (4.3.11) 式 计算 矩形 域 的 mm(D)， 
于 平面 上 取 好 直角 坐标 系 zoy， 设 矩形 域 为 
a b b 
(R): -5S5 yS (4.3.28) 
不 失 一 般 性 , 可 设 ba, ETER EE a0) A d. RR 
性 ， 仅 需 考 虑 由 0 到 /2 HRA. WTOS EFRR IN 
限 孩 函数 7 人 45 为 
l, 当 0<1<5 X 0«ó«T, 


b/cos $, 4 b<SI<a 及 0« d «are cos P., 


i, PM ba R arccos? << F> 


m (L, p) 一 1 » (4.3.29) 
b/cos b, 35 a«I«d K O0<xp<arc ceos, 


i 当 <7<aw K are cos «d < aro sin 1 


| a/sin 6, 2$ add 及 aresin-7- 
忌 的 广义 支持 函数 为 
ple, 4) =+ (acosg+bsing—osin 24), (4.3.30) 


<< S. 


S [78 o’ 


0«$« T, Oco«r(l, $) 


利用 公式 (4.3.11) 可 得 
aab 一 2(z 二 0172， 当 0<1<5, (4.3.81) 


cab — 2ab arc cos —2ai 


| +2a(P -b323 Mb«l«a, (4.3.32) 
2g (p-— 5?) 1/24 2% (P — a3)? 


—gi— pp 


m (D) = 


--2ab axesin < 


l 


— 2abarccosÈ, 当 acl «cd, (4.8.88) 


其 中 (以 .3.31) 式 , 即 了 不 超过 矩形 较 短 边 之 长 的 情形 ,前 人 用 直接 
计算 法 曾经 得 到 这 一 结果 ， 


$4.4 运动 测度 m7) 在 几何 概率 问题 中 的 应 用 


上 一 节 我 们 导出 的 运动 测度 mO) 的 一 般 公式 ,除了 能 够 解决 
上 一 节 提 到 的 搜索 问题 外 , 还 有 许多 其 他 的 应 用 . 本 节 主 要 介绍 
如 何 利用 测度 到 (对 Buffon 问题 作 一 系列 推广 . 


4.4.1 Buffon 问题 的 Laplace 推广 

设 平面 上 有 两 组 互相 正 交 的 平行 线 网 , 一 组 的 间隔 污 <， 另 一 
组 的 间隔 为 5， 如 此 形成 的 网 格 称 为 矩形 网 客 ， 以 & 和 ?为 边 的 
和 矩形 叫做 此 网 格 的 基本 区 域 . 设 5 委 c， 今 有 小 针 N, 其 长 度 了 不 
HEPREAA REIO), ENERETT RPE 
求 出 N 与 该 矩形 网 格 相遇 的 梳 率 p. 这 一 问题 称 为 Buffon. 问题 
的 Laplace 推广 . 

并 在 我 们 来 介绍 这 一 问题 的 经 典 解法 ( 见 Uspensky 7), 以 
(e, y) Eo AMEN. IPLA Ap ox n <a, 0<y<0; p ERN 与 


79 。 


F 


er MLA, — Sps 可 从 而 ,小 针 六 的 一 切 可 能 的 位 


Tt, 对 应 于 边 长 为 @ b 及 严 的 长 方 体 中 均 色 分布 的 点 (Go, v, 9). 
HRN RKRN Y — m CO，、 含 于 长 方形 内 的 小 针 六 的 位 置 集 
之 测度 三 nHSEPERIDERGKH V? 亦 可 视 为 (x, v, p) 空间 一 立体 


WEEL MEg, -5 px, 此 立体 的 截面 面积 为 
F(p) — (a—leosg) (b —1|sin p|) 
-ab—lleoso—al|sing|--L P|sin?p|, (4.4.1) 


d 


是 有 


x 


-| F(p)dp-zab—2(a--b)l4-P, (4.4.2) 
-7 


BRRR N SEIE RARER p. 


p=1- V" =g mab-2(a-b)P _ 21a) oF 
V m ab cab 
(4.4.8) 


ELEIAPEROSBEBI—IPRORARVV", HOSOGXRRS V" 正 是 
本 放流 的 运动 测度 m(D， 在 刚才 的 间 题 中 , 网 格 的 基本 区 域 是 矩 
形 , 旦 限制 针 长 不 超过 矩形 的 较 短 边 ,因而 上 述 解 法 并 不 显得 十 分 
复杂 . 倘 才 站 本 区 域 是 另外 的 多 边 形 , 且 针 长 不 受 限制 ( 即 介 许 针 
长 取 不 超过 基本 区 域 直径 的 一 切 正 值 ), 此 时 如 果 利 用 类 似 刚 才 求 
V* 的 办 法 去 解决 相应 的 推广 的 Buffon 问题 ， 其 繁复 的 程度 将 令 
MELEZ. 而 上 一 节 亡 述 的 求 运 动 测度 mO 的 普遍 公式 ,为 解 
决 这 一 类 问题 提供 了 统一 而 有 效 的 方法 . 


4.4.0 利用 Yaz(7) 讨 论 推广 的 Buffon 问题 

H RRi (lattice of regions) 是 指 满足 下 列 条 件 的 一 种 全 
Ae DOCERE oo, o, … 

O 平 醒 上 上任 一 点 三 属于 上 且 仅 属 于 其 一 个 区 域 a 

Qi) 对 于 任意 指定 的 ox， 存 在 运动 uQC 90 Quy 重合 于 Co, 
. 80 。 


与 此 同时 w 使 得 序列 中 每 个 区 域 重 合 于 序列 中 另外 的 区 域 . 

诸 w 称 为 此 区 域 烙 的 基本 区 域 ， 这 些 基 本 区 域 的 边界 组 成 的 
图 消 称 为 此 区 域 格 的 网 格 ， 

今 考 谍 这 样 的 区 域 格 , ABUELA De 34e 0 pA m d OK CN. 
时 我 们 称 此 区 域 格 是 以 K 作为 基本 区 域 所 形成 的 】 对 于 这 样 的 
区 域 格 的 网 格 , 可 讨论 相应 的 Buffon 问题 ; 将 长 度 为 了 的 小 针 净 
随机 地 投 据 于 平面 上 , 试 求 入 与 该 网 格 相遇 的 概率 p. 

设 KK 的 面积 为 了 .又 车 食 于 天 内 的 定 长 线段 入 的 运动 测 
度 为 m(D， 和 参照 上 一 段 的 讨论 ,不 难看 出 

p=1- 20. (4.4.4) 


仍 以 上 一 段 讨 论 过 的 矩形 网 格 为 例 , EN F —ab, 而 mQ) 由 
(4.3.81), (4.8.82) 及 (4.3.33) 给 出 、 
利用 (4.3.81) 式 , 有 
p- 2I(a*b) -P (4.4.5) 


m ab 
EL AR, GS BU BITE] (4.4.38) 5. 36 (4.4.5) RAR, 354 a— oo 则 得 
A N SARAN b BOSE tT ER PSDIB XB SESS (3 EI p 记 之 ): 
p- 2. (4.4.6) 
这 是 经 典 的 Buffon 问题 的 解 . 
情形 2. 设 b«i«a, 
利用 (4.3.32) 式 , 有 


2ab arecos D 21a — 2a (I? — 92:4. à 
p= c ab 040) 


值得 一 提 的 是 , 我 们 在 第 二 章 中 曾经 提 到 过 的 长 针 Buffon. 问题 的 
解 ( 见 (2.5.16) 式 ), 实际 上 是 (4.4.7) 式 的 极 归 情 形 , 在 上 式 中 令 
>œ, WA 

b 


2 2 
p secos U (P — 52). (4.4.8) 


T. 8l- 


情形 3. Wal (atb, 
这 时 m) B (4.3.33) N28 48 , BA (4.4.4), E 
[aab —2a( —09)!? - 21 (P a) eo 


PT ab 


—2ab arc sin-7- +2ab arc cos | . (4.4.9) 


以 上 简短 的 讨论 , 显示 了 测度 m OD 在 处 理 几 何 概率 问题 中 的 
作用 .与 经 典 的 Laplace 推广 不 同 , 在 我 们 刚才 的 讨论 中 , 对 小 针 
N 的 长 度 不 必 加 以 限制 . 对 于 任意 满足 

O«l« (gi+ bY) 
的 5， 我 们 都 给 出 了 解答 ( 即 (4.4.5). (4.4.7) 及 (4.4.9) 三 式 )， 
并 且 经 典 的 Buffon 问题 和 长 针 Bufon 问题 的 解 都 作为 极限 情形 
被 此 解答 所 包含 . 

对 于 刚才 的 问题 , 也 可 以 换 一 种 方式 进行 推理 . 取 局 个 小 佐 
形 ( 基 本 区 域 ) 构 成 边 长 为 ne M ab 的 大 矩形 . lx Bs EUN 
AKEE ARE, I ON. 与 此 (有 限 ) 矩形 网 格 相遇 的 概率 为 

Pa™ qi/ qo, (4.4.10) 
其 中 Q1; qa 由 下 列 各 式 给 出 ; 
当 OE b 时 , yu] 
q1— an^ab —2n(a--b)l - P? 
— n? [mwab — 2(a 4-b)0 -- 7], (4.4.11) 
ga= cn?ab — 2n(a4-b)L4- D (4.4.12) 
Sjbel«adj,H EER GE D«nb), i 
q1-— an?ab — 2n(a4- b) 4- PP 


—n? [s ab—2 ab aro cos? 21a--2 a (I — 52) 12 — 2], (4.4.18) 
qa= an?ab — 2n (a -+ DN +, (4.4.14) 
"5 asd (d? +0) YA pt, Fn EER, 


qum am^ab — 2n (a-- DFE — n oa (P — 9) 1/228 (Pa) 


— a? — b? — 1?4- 2 ab arc sin-7- — 2ab are cos | ， (4.4.15) 


. de 


ga— a ab--9n(a4d-b)l4- P, (4.4.16) 
令 n->o0, 则 我 们 重新 得 到 上 述 (4.4.5),， (4.4.7) 和 (4.4.9) 三 式 . 
从 应 用 的 观点 看 ,也许 有 限 网 格 模 型 更 有 意义 ,因为 无 限 网 格 

在 物理 上 是 不 可 实现 的 . 


图 4-2 


4.4.8 某 些 凸 多 边 形 域 的 mO 及 其 应 用 

上 一 段 详细 地 讨论 了 和 掏 形 网 格 的 Buffon 问题 . 讨论 的 方法 ， 
同样 适用 于 其 他 各 种 凸 多 边 形 网 格 的 场合 ， 张 高 勇 和 黎 荣 泽 按照 
本 书 作 者 的 建议 对 某 些 凸 多 边 形 网 格 进行 了 讨论 ， 得 到 一 系列 结 
iR. [0] 

平行 四 边 形 

以 卫 表 示 二 邻 边 分 别 为 5 和 8、 二 邻 边 的 夹 角 为 的 平行 四 
边 形 . 不 失 一 般 性 ,可 设 2<w 008 

平行 四 边 形 的 广义 支持 函数 是 ， 

PELIS in xi (s cosp- bsing)cos(g - 0), 


M -5 S$<- 5+0, (4.4.17) 
(9,9)— 
Ht | gent algo dn), 
| 当 一 插 +0<$< 3 (4.4.18) 


« 88.4 


X, di, da, hi, ħa, wa 及 B 的 意义 如 图 所 示 ( 对 于 确定 的 % b 
及 0 ,这些 参 数 是 完全 确定 的 ) ， 平 行 四 边 形 P 的 限 弦 函数 如 下 : 


(GD 4 X «$éc- red 


w 


rę, p) =}, 当 O«l«a 及 -— < 由 << 一 9 +a 时 ; 


ra, $) = — ha/cos (b — 8), 
h 


4 a«l«d, K — SP «arccos 7 0 m Bs 
r(l, $) =t, 
Mp aida 及 arccos ta g- axo — $e 时 。 


(2 -F tasg gT M: 
r(l, $)-1 M O0«blch 及 -$rexéco 时 ; 


rl, $) 一 六， 
M h «b-d, 及 一 可 十 xs 和 < 一 aTC cos Ls 时 ; 


ral, $) —hi/cosó, M h;«l«d, & — arccos Ja <p<0 时 ; 
r(, d)-L 4 0<1<h X 0«ó- 5-8 
rl) d) -ha/cosó, 2 hold, K O<p<are cos A 时 ; 


. Bá o 


ra, d)-L, "ih d, X arccos It. «4 5 - B 时 ， 
Ta 时 ， 


v(,d)-l, Ci di«l«da 及 一 本 二 ws 二 — arc cos 5 
r, $) - h;/cosó, 
当 dí «da 及 — arc co 人 学 «$c - Bi 
(3) 当 总 -8B<%< 号 时 (分 三 款 ): 
O 若 0+B< 本 (此 时 必 有 a>): 
r, p)=l, 3M 0<1<h X LL -B«é« rO, p) 
当 hacia 及 2 rl, $) -1, 


3 dala 及 $-8«6«6— arccos a. 2 时 ; r(e) — h2/cos($ — 6), 


M di«l-ca 及 8 一 arcco8 学 <$<0+arccos T T Be, $B) =t, 
a4 di«l«a X 0--arccos fa <s 2 P1 mh; e(l, 9) — ha/cos($ — 9), 


S axl«d, 及 5- 8$ 时 


Gi) # 0r8- El E d<a; 
rq, d)-l, O«I«h R g ESES 5 th 
r(l, d) 1, 3$ hcl cd, E-Z- Bed 6— arccos E 时 ; 
rl, d) —hs/cos($ —0), 
Ma hs<l<d E 0—arecos Pe <p<0+arccos ta 时 ; 
v(, d)—l, 4 ha<l<dı Æ 0+arc cos Je. << S Bf 
v(L, $) - ha/cos(6 — 0), 


M dasla 及 $-B8«$é«8-aro cos ta Ef; 


rl, d) -1, %4 di «la X 0--arccos 学 «x M; 


a 
p 
r(l, $) =ħa/cos($—0), H a«l«d, K FBE M. 
(u) # 6-87 H dia, 
rq, =l, O«I«A E -B«é« 3 h 
r, $) =l, 
3 ha<l<a R Z- Bed — aro cos 72- 时 
rl, $)— "ag 6), 
34 haa K 0—are cos => ħa «0 arocos E 时 ; 
r(t, ó =L, 
M haxl<a 及 0+arc cos Ja «óx El 时 ; 
ra, $) -1, 
M a«i-d Ju -B«é«8-are cos us 时 ; 
r(, $) cen 6), 
4 axi<d K 0- axe cos ^. << T MW. 
v (I, 9) —-hi/cos($ —6), 
3 d;«I«d, X 5 — B«ó« 7 Bl. 


RE PRE SCSEREERCBURIT IR SC RC A, 根据 上 一 节 的 公式 
可 以 算出 各 种 情况 下 m) 的 表达 式 ， 我 们 有 


re) 


m1) = sab sin — sf oo. plo, j)do, (4.4.19) 


将 上 式 右 方 出 现 的 积分 记 为 过 BB 
. 8E 


OU do k plo, 内 ac， (4.4.20) 


且 将 are cos 7 记 为 pu, aro cos —7- 10 doa. 在 各 种 情形 下 , T 
的 计算 结果 如 下 
A. B O«h Sb Shasa <d ds, 
As. 25 0T a 时 ， 
一 /0 € P 
I= (a--b)l G z) etg8— 7. (4.4.21) 
As. M hi RUD, 


I= (a4- b)l-- ah, aro cos M- (zog tont) v P= 


PP P h, 3 
可 EAE 0 — arc cos 23] (4.4.22) 


As. M bxi-hs 时 ， 
I— ah; are cos al — a / Phi HM. (4.4.23) 
4,. 当 hasl <a 时 ， 


I-ah,arc cos t -+ bhaare cos ba yal 


i l 
a 13— M 5 cos 9 VB- hi --boos8 V Ph? 
2 
ES ctg 8-arc cos Jai (4.4.24) 


As. 当 GS b 04 BJ, 
2 —————— ———— 
I=ahpı+bhapa + - a VPE aT 


Pfr P ki 
As. 4 dasida 时 ， 


I= 4 ah (0 4+ pat pa) 
+ al [sin (9+ ga) = sin 41 — L Bl [sin $a sin(¢1+0)] 


. 874 


5 
T (etg lm- da 0— da sin d cos $s 
~sin (f -- $3) cos (8 + 693] 
+ e082(0+ $2) — cos? du). (4.4.26) 
B. ik Ox Rh, <b Shka xda SE Sda ' 
B, 4 0<1 一 三 时 , 同 As, 
Ba. $ hymn b 时 , 同 a, 
Bs， 当 5<1 二 如 时 , 同 As. 
B,. 3 ha<l<d if, 
车 0078——2, 同 As 3E 6-8, 同 4,4. 
By SP di«lca 时 ， 
d 64-8——-,R As 车 06rB——.,H 
I=} ah(0-- pit $s) tall2 — sin dı- sin (9 十 加 )] 


+E P{otg 0[9- 7s — da — sin d cos d 
--sin (0 -- pa) cos(0 -- $3) | — eos? d — eos? (8 4-65) t 
+ sin (9e) —sin a), (4.4.27) 
Be. ? dox xda R}, Ej Ao, 
C. Oh Sha sb <a<d Sda. 
Oi. M Ol, BE, E As. 
Ca. H hx ha ii, [n] Aa. 
Os. 4 halb 时 ， 
I=a(l— sin $4 — cos sin pa) + DIL — cin f cos d) 
e P elg OC- e — sin 20--20-- 2.4 --9ds 
--sin 26,-- sin 28 eos 99.) 
-Å (2 sin? 0— sin 20 sin 244), (4.4.28) 
Oa. PM b«i-a Bj, [E] Aa. 
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O,. 4 ax<xl<d R}, F As. 

Ce. X di«lxds 时 , 同 Ae. 

D. OA Shadda ada, 

Di. 34 0<1<h H, F) A. 

Da. 4 h<l <ha 时 , 同 Aa. 

Ds， 当 halb Bj, 
B6B, Fi As 3:0 B7 5, FI Cs. 

D,， 当 5<1<a 时 , 同 Ba. 

D;. M asl-«d; Bi, F] Bs. 

Ds. M d,«l«da Bj, [8] Ac. 

E. iE O«h, «had, «basa, 

E. 4 0l B), F A. 

Ea. 4 hib ha t}, F] Aa 

Es. M ha«ld, 时， 


E 6-8—T, F As 30 B7, Vl Cs. 
E4. M disi-b 时 ， 
车 06+B< 亚 , 同 0s cB, M 
I=$ ah (Ot pt) 


e$ al[2 — sin 6 — sin (8 4-63)] 


+ 51[2 一 sin $a— sin (8 +@1)] 
-2 [2 sin? 8 — cos? pa + eos? (0 + pa] 
-E ctg 0 [x -38 +sin 29- pa- $a 


1 . 1. 
-L sn24,- d sin 200-92) | 


Ey. 当 b<l<a hi, Fj Bs. 


(4.4.29) 


» . 
7 
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Eeg. 当 人 时 ， 司 Ae. 


三 f E 
对 于 任意 三 角形 域 ， 同 样 可 算出 具体 结果 这 里 仅 就 一 重要 
特殊 情形 -- 一 正三 角形 域 , 录 出 其 m(D) 之 表达 式 ， 
边 长 为 a 的 正三 角形 域 的 md) 如 下 : 
当 0 和 一 VE, 


m) e XS ca? — Sal 4- Y ape P p, (4.4.80) 


N va S/F 
MN 十 E 


P- (VB P+ EE a?Jaro cos EE (4.4.81) 
正六 边 形 
边 长 为 号 的 正六 边 形 域 的 m0Q) Æ, 
当 0<7 一 及 本 ， 
m) -335 m-an V 328 3 P (4.4.92) 


SM R«D-C83HRM, 
m) = BVB y YE. — (84/8 R2 4/8 1 


*arc Sin (4.4. 


i 
& 


y " 2R Jae; 
M V3 R<I<2R 时 ， 
m() 24/8 s R2 S up 9m — 5 P+15R MP- 


. 80 * 


— (124/8 R84 MBL aro cos Y SE (4.4.84) 


有 了 以 上 的 凸 多 边 形 域 的 mUO)EUS, RITE EY Buffon 
问题 推广 到 相应 的 网 格 情 形 . 

HAKA a 的 正三 角形 域 作为 基本 区 域 构成 三 角形 网 格 ， 将 
长 度 等 于 了 工 的 小 针 N 随机 地 投掷 于 平面 上 ， 册 六 与 该 三 角形 网 
格 相 遇 的 概率 为 : 


当 0<!< an, 


p-(a 3 ay (8ct— lp- iU) (4.4.85) 


/9 -1 2 
p=(a Se) E Sas PEP gaya 


«(A8 8 P+ EPI 3 a?Jarccos de (4.4.36) 


同样 ,用 边 长 为 召 的 正六 边 形 域 可 构成 一 六 边 形 网 格 ， 将 长 
度 等 于 ! 的 小 针 N 随机 地 投 搓 于 平面 上 , 则 UN 与 该 网 格 祖 过 的 概 
A. 

当 0<I<R I, 


p 
— —-(12Rl4- 81 4.4.87 
PUSWJS rx "TS ) ( ) 
M R<I< 3 RH, 


p= 了 本 prer BRAVI IV E xR- V5 ml? 


—251 
VP | 


J-(64/ 3 I? --4 A/S Ijare sin (4.4.88) 


N3R«I«2RBJ, 
. 9i o 


- 80R Q — 38?) -- (24V E RP 34/8. P)are cos 2. 


cp ISRA- A/S ape Sb 
"2 


aR] 


(4.4.89) 
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网 格 , 依照 平行 四 边 形 的 类 型 以 及 i 的 所 属 范围 , 可 以 得 到 各 种 情 
JP P Buffon 问题 的 解 。 例如 


(As 型 )， 


p7 


(As 型 ) 


p= 


《As 型 ): 


p= 


tp[2@+y1 -P-P Z- 8)ego |. 


“mab sing 
(4.4.40) 
1 ha 
-aT [2 (a+b)l+2ah arc cos T 
— (2a4- bl cos 8) (P — 52) 3 — p 
Ta hs 
P ctg (5 0 — arccos j 7) J (4.4.41) 
1 ha 
rab sin. 0 [az arc cos -7> +2al 


-2a (P —h?)"? + M, (4.4.42) 


等 等 ， 其 余 各 款 在 此 不 复 一 一 列举 . 
应 当 指 出 , 以 上 的 讨论 仅仅 是 示范 性 质 的 ， 与 其 说 我 们 在 这 
里 提供 了 若干 几何 概率 的 结果 ， 考 宁 说 我 们 提供 了 处 理 一 类 问题 


的 方法 . 


附带 指出 ,我 们 可 以 毫 无 困难 地 将 Buffon 问题 推广 到 带 状 网 
格 的 场合 。 另外 , 车 将 基本 区 域 剖 分 咸 有 限 个 小 的 凸 域 便 形成 新 
的 网 格 , 如 果 已 将 基本 区 域 及 诸 小 区 域 的 mm 人 算出 , 那么 Buffon 
问题 便 能 推广 到 这 个 新 形成 的 网 格 ， 


e. 9 和 。 


$4.5 与 x 的 统计 和信 计 有 关 的 一 个 问题 


4.5.1 平行 线 网 
Buffon 问题 的 解答 , 在 历史 上 第 一 次 开辟 了 对 w 作 统计 估计 
的 途径 ， 由 于 Buffon 问题 的 解 使 x 与 Buffon 概率 p HKR, A 
而 = 的 统计 估计 问题 , 实质 上 是 Buffon 概率 的 统计 估计 问题 . 
考虑 间隔 为 工 的 平行 线 网 ， 设 % 为 投 针 次 数 ，s 为 小 针 实 际 


与 网 相遇 的 并 数 , 则 a 
p=sn t (4.5.1) 


是 Buffon 概率 2( 即 小 针 与 网 相遇 的 概率 ) Ar. 事 
实 上 , 考虑 以 

ms 

p i-p 


为 密度 矩阵 的 随机 变数 &. BET n i, AFR E BEIT n KIRMA 
J£, AREA n HTE n, é). BILD D RA i a P 
实际 上 就 是 子 样 的 平均 值 ， 

-l£&. 
由 于 如 E 一 p 一 也 故 取 是 2 的 无 偏 估计 .另外 ,不 难看 出 , 此 估计 
的 方差 为 


D-DD 内 和 )- 直 


LÀ 


(Déc g(i-p). (4.5.2) 


pesi 
TAE pn s mo. 
———————————————————— 
试 者 针 长 | 投 针 次 数 触 网 次 数 的 估 值 
Wolf, 1850 0.8 5000 2582 3.1596 
Smith, 1855 0.6 3204 1218.5 3.1553 
De Morgan, c. 1860 1.0 600 382.5 8.137 
Fox, 18841 0.75 1030 489 3,1595 
Tazzerini, 1901 0.83 3403 1808 3.1415929 
Reina, 1925 0.5419 2520 850 3.1795 
Gridgeman, c. 1960 0.7857 2 L 8.143 


eaeoe E en 
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4.5.29 矩形 网 格 ”独立 性 条 件 
Schuster (19/4) 从 试验 设计 的 观点 出 发 , 提出 如 下 的 有 趣 的 
问题 : 一 个 试验 者 将 长 度 为 工 的 小 镍 向 布 有 间隔 为 20 的 平行 线 网 
揭 平 面 上 投掷 200 次 , 记 下 小 针 与 网 相遇 的 次 数 ; 另 一 个 试验 者 向 
布 有 下 方形 网 格 ( 以 边 长 等 于 21 的 正方 形 作为 基本 区 域 ) 的 平面 
SUME 100 次 ， 并 分 别 记录 小 针 与 每 组 平行 线 网 相遇 的 次 数 
(注意 ， 此 正方 形 网 格 可 看 作 是 由 两 组 互相 正 交 的 间隔 为 21 的 平 
行 线 网 组 成 )、 对 于 严 的 统计 估计 来 说 , 这 两 种 试验 是 否 提 供 了 同 
样 的 统计 信息 ? 
现在 我 们 就 矩形 网 格 的 情形 作 一 般 性 的 讨论 ， 设 平面 上 有 两 
组 互相 正 交 的 平行 线 网 , 其 中 一 组 间隔 为 5( 不 妨 假定 它 平行 于 ov 
$), SAHRA (平行 于 oy 8I). wose 在 随机 投 针 的 试 
验 中 , 以 4 表示 小 针 与 平行 于 oz 轴 的 平行 线 网 相 过 事件 , AB E 
示 小 针 与 平行 于 oy 轴 的 平行 线 网 相遇 事件 ， 本 段 中 我 们 先 来 探 
讨 事件 A 与 事件 B 是 否 独 立 的 问题 
由 于 
P(AB) - P(A)+P(B) - P(AU B), (4.5.3) 
其 中 POLU B) 为 小 针 与 矩形 网 格 相遇 的 概率 . 故 根据 二 事件 独 
立 的 定义 , 得 到 事件 4 与 事件 如 互相 独立 的 条 和 件 ; 
P(A)-P(B) -PCA) - P(B) -PUB)， (4.5.4) 
XT ARE RUM, 25 SEE E SEES PCR A LIE CRI 15) , R 
们 有 21 2; Ai? 
P(A)-P(B) c — rA 


P(A) - P(B) - P(AU B) 


~- 21, 2; 23K(arb)-P. V 
gb ora cab rab * 


HUBOPCOAUB)R(4.4.5)5X,. SE SRULES IE 4] (4.0.8) AN RS, 
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A.5.3 ”有效 性 分 析 
EA £, v; 表示 下 列 随 宙 恋 数 ， 
ze 当 小 针 与 平行 于 os 轴 之 平行 线 网 相遇 ， 
0， 当 小 针 与 平行 于 os 轴 之 平行 线 网 丰 相遇; 
sel 当 小 针 与 平行 于 oy ALETE HE, 
0， 当 小 针 与 平行 于 oy 5o M MW. 
现在 我 们 来 考察 


$—-559 ài Etn) (4.5.5) 
HEITE, RIE 
DEt 0) = Dé + Dr A-2E((£;i— E£) Cm- End}. (4.5.6) 


由 于 
D£,— P(A)[! - P(4)], (4.5.T) 


Dy —P(B)[1— P(B)1, (4.5.8) 
E((£i- EE) (m — En)) =E (Em) — EEEn 
—P(AB) — P(A)P(B), (4.5.9) 
Dét) =P (4) À- PCB) -2P (AB) 
— [PC A) - PCB)]*. (4.5.10) 


从 而 有 


再 利用 (4.5.83) 式 ,得 到 
D(£ 3) =3P (A) -3P(B) 
— EPCA) -P(B))? -2P(AUB), (4.5.11) 
在 条 件 Ub Ra 之 下 ， 


D($, 1) = E c8 2L 
-(2Lu 2L ca Men P 
eb TAD 
-24 t} NEM Ly] (4.5.12) 


Hin sg(4.5.5) rz oR RS p 207; 38 
Dj e (100) - D(£,-- m) 
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-1214 l E 2 十 Ly] (4.5.18) 


400 mLD a ab m\b 
另 一 方面 ,考虑 与 om 轴 平 行 的 平行 线 网 , 投 针 信 次 ， 置 
a iï 
P =y AB (4.5.14) 
n i 2l 2l 
Df - gg: OD -i - 
21, 21/, 21 
= M mb (i ab ) (4.5.18) 


EER D5.— D, Hi l/b wu, a/b— b, M gi (4.5.13) fü (4.0.15) 
ZRH 


so(1-Żu) (4.8.16) 
- 4.5.16 
tT ri 2/, TS 
ext xz) 
ME, 考虑 平行 于 oy 轴 的 平行 线 网 , 投 针 入 次 ,并 置 
PA- 3n. (4.5.17) 
1/ 2 1 
400.—(1.— 2.4 
N- Ev) (4.5.18) 


Bii x b-1 ( 即 正方 形 网 格 ) ,有 : 
当 w=0 if, M= N ==200; 
M u-1/28f, M =N —222.21326; 
3 u=1 Rf, M=N=320.49701. 
Xn, prr k=2(B] a— 26); 
Miu —0 时 , M-266.66667, N —133.33383, 
X u=1/2 时 , M —263. 76022, N —162.67031; 
34 u=1 时, M-—9256.07943, N —240.19856, 


上 述 计算 结果 的 意义 可 解释 如 下 DL bo 1, us 为 例 , 计算 
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的 结果 是 好 = 不 一 282， 它 表明 我 们 利用 正方 形 网 格 作 投 针 试验 
100 次 ， 大 致 相当 于 利用 单一 的 平行 线 网 作 投 针 试 验 222 次 ， 确 
切 地 说 ， 利 用 正方 形 网 格 投 针 100 y CHE I 等 于 正方 形 边 长 之 
uL RB 100 
$35 È Etn) 
对 Buffon 概率 p ERHET, KIA AAH TITRAB 
222 次 并 由 " 
fe 25 

对 相应 的 Buffon 概率 作 统 计 佑 计 的 方差 近似 相等 . 

注意 ,在 上 述 讨论 中 ,无 论 是 独立 性 条 件 的 检验 或 是 有 效 性 分 
析 ， 都 是 就 1<5 的 情况 展开 的 ， 其 实 对 于 b<l<a 及 asis 
(a+ 5?) 1 两 款 同 样 可 以 进行 讨论 . 因为 上 述 讨论 中 关键 之 点 在 
于 利用 了 PC4U B)， 即 小 针 与 网 格 相遇 的 概率 ; 这 些 概率 表达 式 
在 上 一 节 利 用 mrQ) 都 已 一 一 求 出 . 


4.5.4 平行 四 边 形 网 格 

在 84.4 中 我 们 已 经 介绍 过 关于 平行 四 边 形 网 格 的 Bufton 
问题 的 完整 的 结果 ， 因 此 前 两 段 探讨 的 课题 也 可 以 就 平行 四 边 形 
网 格 情形 展开 讨论 ， 这 里 我 们 仅 就 独立 性 问题 作 一 简短 的 讨论 . 

首先 我 们 应 当 注 意 , 在 4.5.2 段 中 导出 的 独立 性 条 件 (4.5.4) 
同样 适用 于 现在 的 场合 ， 现在 我 们 要 问 : 怎样 的 平行 四 边 形 能 使 
独立 性 条 件 (4.5.4) 成 立 ? 

根据 4.4.3 段 中 所 给 出 的 各 种 类 型 的 平行 四 边 形 域 的 
了 (4UB) 之 表达 式 , 并 利用 条 件 (4.5.4) 式 ,不 难 回答 这 一 问题 . 
例如 ,者 平 行 四 边 形 为 4 型 , HOOS, MEF AZ. 此 时 


21 21 


Alat b) - P[1«(5—6)etgo] 


PUB) = mab sin 9 
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_ Ratha) -下 si ex (5-9) 8 cos 中 
gt haha 
其 中 PCAU B) 由 (4.4.40) 式 给 出 .将 这 些 表 达 式 代入 (4.5. 人 名 式 


Ü 


N 


ag 


sin 0+ (3. 8)eos 0-2, 0z0.16605 (IRE). — (4.5.19) 
又 如 ,对 于 Aa We 这 时 


EP hy, 2 — A2 1231/8 
P(A) —— aro cos -7+ A u- (P—- My], 


2l 


2a, arc cos dpo ai— 2a (D — h3)? - hi 


rab sin 6 


P(AUB)- 


Iis aro cos FE 2h] — 2h. (* — 1D) !*- M sin 8 
= ahaha 
其 中 P(AUB) 的 表达 式 来 自 (4.4,42) 式 ， 将 这 些 表达 式 代 入 
(4.5.4) 式 ,得 独立 性 成 立 的 条 件 ; 
sin 8— —L | zh, — 4I; aro cos. — at? a — hj). 
mhi L i 
(4.5.20) 


3 


4 UV/h,—k, 则 上 式 可 改写 为 


sin g=} [arosin I-Rege-iye| (4.5.21) 
gU k 


例如 , 4 k=2 Rt, 0z20.7089094 CRR) e 40.62. 
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第 五 章 


齐 性 空间 积分 几何 的 理论 基础 


在 前 几 章 中 ， 我 们 从 初等 的 观点 出 发 比较 详细 地 讨论 了 平面 
上 的 积分 几何 ， 在 那里 , 点 直线 以 及 其 他 几何 元 素 的 密度 和 这 些 
元 素 集 的 测度 , 是 逐一 进行 讨论 的 .然而 , 从 实质 上 说 来 , 积分 包 
何 所 讨论 的 万 是 具有 同一 个 变换 群 的 两 个 齐 性 空间 .陈省身 于 
1940 年 前 后 润 察 到 这 一 事实 , 将 积分 几何 推广 到 齐 性 空间 ， 使 积 
分 几何 的 研究 进入 到 一 个 竺 新 的 、 更 富有 成 效 的 阶段 . 

进行 一 般 性 讨论 的 框架 由 下 述 相互 联系 的 两 部 分 构成 : 第 一 ， 
包含 某 些 几 何 对 象 的 一 个 基本 空间 M (在 前 面 , 我 们 取 平 面 Es 作 
为 这 样 的 空间 , 其 中 几何 对 象 有 点 直线、 带 域 、 点 偶 等 等 , 或 更 一 
般 的 全 等 图 形 ) 第 二 , 作用 于 OM 上 的 变换 群 G( 在 前 面 ， 我 们 以 
石上 的 运动 群 作为 9 . 

本 章 前 四 节 对 下 面 要 用 到 的 微分 流 形 的 基础 知识 作 一 简要 回 
顾 ( 更 详尽 的 说 明 可 参考 有 关 专 著 )、 接 着 在 第 五 节 论 述 李 群 及 其 
运动 密度 ,第 六 节 介 绍 齐 性 空间 的 密度 和 测度 , 它们 是 以 下 两 章 的 
基础 ， 最 后 提示 一 下 应 用 ， 


$5.1 微分 流 形 


5.1.1 拓扑 空间 | 
为 了 说 明 什么 是 微分 流 形 , 先 扼要 回忆 一 下 拓扑 空间 概念 , 我 
“100 ， 


们 知道 ,以 欧 氏 空间 为 基础 前 以 抽象 化 , 即 以 欧 氏 空间 中 距离 概念 
的 本 质 属性 作为 公理 定义 “度量 ”得 到 度量 空间 概念 ; 将 此 过 程 再 
进一步 , 便 导 致 拓扑 空间 概念 ， 在 拓扑 空间 中 , 不 再 有 所 谓 “ 度 量 ” 
或 “距离 ”但 依然 可 以 谈论 连续 性 和 收 伍 性 .事实 上 ,在 度量 空间 
中 连续 性 和 收敛 性 并 不 依赖 于 度量 本身 ， 而 仅 取决 于 由 度量 所 决 
定 的 开 集 ， 在 度量 空间 中 , 开 集 是 借 度 量 来 定义 的 , 由 此 再 讨论 开 
集 的 性 质 ， 而 在 拓扑 空间 中 , 则 是 利用 度量 空间 中 开 集 的 基本 性 
MERAM, 把 空间 中 一 些 子 集 界 定 为 “ 开 集 ” 

定义 1 kX XE. 所谓 集 节 上 的 一 个 拓 扩 ， 是 指 满足 
下 述 条 件 的 子 集 族 也 

1? ERECT, XET; 

2^ RT I 的 任意 多 个 成 员 之 并 也 属于 I; 

3 ”属于 .9 的 有 限 多 个 成 员 之 交 也 属于 儿 . 
MRT 的 成 员 绽 称 为 X9 C7 2 70: &, 在 不 致 引起 误会 的 情况 
下 ,简称 为 开 集 . 

定义 2 WW ERX bmy—qHdhM FBX, 0982348 
扑 空间 . X 叫做 此 拓扑 空间 的 基 集 . 拓扑 空间 (了 ,了 ) 常 简 记 为 
X. 

利用 拓扑 空间 中 的 开 集 概念 ， 立 即 可 定义 邻 域 ， 设 (X, 了 了 ) 
DM V AXW—f5. 车 存在 VE2 SascUc 

则 称 六 是 % 的 一 个 邻 域 ， 有 了 和 邻 域 概念 , 便 可 表述 所 请 
ago f. X 中 任意 二 不 相同 之 点 ， 必 能 分 别 属于 二 不 相 
交 的 邻 域 ， 即 设 Gu, aC X, viua, DEE wa ZBR Ua M wa 2 
SERUSSOUQ.DQU.—0, — 满足 丝 公理 的 拓扑 空间 称 为 Hausdor 任 
空间 . 除 Hausdorff 分 离 公 理 而 外 , 还 有 其 他 的 分 离 公理 , 相应 地 
亦 有 各 种 拓扑 空间 ， 但 其 中 以 Hausdorff 拓扑 空间 应 用 较 广 ， 这 
是 由 于 这 种 空间 已 足够 广泛 而 同时 又 具备 相当 良好 的 性 质 . 

利用 邻 域 或 直接 引用 开 集 概念 ， 可 以 定义 二 拓扑 空间 之 间 的 
RIRE Rf XY 是 扩 扑 空间 xX 到 拓扑 空间 了 的 映 
$j5,eCX. XT f(odEY 中 的 每 个 邻 域 W, 存在 在 于 中 的 
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JEU LM Ie f (M) CN, 则 称 映 射 了 在 xz 处 是 连续 的 ,车 在 玉 
的 每 一 点 处 连续 , 便 称 了 在 X 上 连续. 
在 拓扑 学 中 至 为 重要 的 同 胚 映射 ,是 一 种 特殊 的 连续 映射. 
定义 3 RX, Y EAHA. 若 f: 了 > 了 是 双 射 , 旦 映 
甘 了 及 其 逆 映 射 广 ? 深 连 续 , 则 称 了 是 同 胚 映射 , 并 称 X BDa T 
y . 


5.1.2 拓扑 流 形 与 微分 流 形 

有 了 上 述 简 要 的 说 明 以 后 , 可 以 叙述 拓扑 流 形 的 概念 了 . 

EXI 一 个 % 维 酉 扑 流 形 ( 简 称 流 形 ) 收 ， 是 具有 下 烈性 质 
的 一 个 拓扑 空间 : 

1° M && Hausdorff igfM fH] 

2^ M 是 局 部 全 维 ) 欧 氏 的 ; 

3 M'Enp3OT $835. 
其 中 第 2? KM 是 局 部 % 维 欧 氏 的 ”其 确切 含义 是 : 对 每 一 点 peE 
也 ,存在 这 样 一 个 邻 域 <， 它 与 % 维 欧 氏 空间 ROBERT EIU US, 
即 存 在 同 胚 映射 pa U,—V, HopV ER pR BE, 我 们 称 
(Uc, yw) 为 一 个 局 部 坐标 系 ， 坐 标 邻 域 ， RERE. HTPR P 
EUo， 有 pa(P) CV CR. palp) TE B^ 中 的 坐标 (ca n, m) 叫做 
HÉ M ER p BISSS AS S, RA p3XE(US, pa HAER. 

流 形 上 点 的 局 部 坐标 并 不 总 是 唯一 确定 的 ， 因 为 同一 点 可 同 
时 属于 不 同 的 坐标 邻 域 . 设 (Us, pa), (Us, po) J£ M EZARRI, 
- GE UNUHI, 便 有 pespzl pa (Us NUD os(U. Ug) R PH 
集 到 E" 中 开 集 的 同 胚 映射 ) 属 于 O (077) 28, 则 称 上 述 二 坐标 邻 域 
是 COO) 匹配 (或 相 容 ) 的 .具体 说 米 ， 设 PE UeNUs, p EUa 
P) 和 (Us, ga) 中 的 局 部 坐标 分 别 为 C81， e, m) 和 (gi n, ga), DU 
映射 pespz 的 分 量 表示 为 - 

yii, t, m), 
| : : (5.1.1) 
Van Yn V4, "t, 9), 
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RUBR HT peoga 实际 上 是 2 点 相对 于 不 辐 局 部 坐标 系 的 局 部 坐 永 
之 闻 的 变换 ,而 (U6, po) 与 (ea pa) ZI CO 匹配 ,相当 于 要 求 
(0.1.1) 'PBU iE C TACTO (07)28. 今后 我 们 一 般 只 用 到 C7 
匹配 . 

定义 2 设 开 为 拓扑 流 形 ， 儿 = Ta Pa), ACI 是 坐标 邻 
域 族 , 满足 下 列 兰 项 要 求 ， 

1° (U. EE M, 

2? 多 中 任 二 坐标 邻 域 0” 匹配; 

8? UTRKE, HU 4v 中 每 个 成 员 都 匹配 的 (7 ,0) ZEE 
DRTE Y, 
RNAAR AIR SE UE V X M ER OT 可 微 结构 ,简称 可 微 结 
3 xk LL £848, 

定义 3 一 拓扑 流 形 ， 附 加 上 一 个 €" 可 微 结 构 ， 称 为 C” 微 
分 流 形 , 简称 微分 流 形 或 光滑 流 形 。 


6.1.3 可 微 函 数 与 可 微 映 射 

EM EnO aE. ACM 是 一 开 集 . f, REA 
上 的 实 值 函数 ， 多 = {(U。 po)} 是 M ER Cr 可 微 结构 

定义 1 设 pPEGNUeo， 若 feoqgzi! 在 ga) 处 可 微 , JR f dE 
PRETA. Æ fopa H palp) iE O” W, APRS E p HH O” 
可 微 . 

T pcU.nUs, MHF fopi —feopz'egasps^, 可见 了 在 交点 
的 可 微 性 与 坐标 邻 域 的 选择 无 关 ， 由 此 亦 可 领情 到 当初 定义 可 微 
结构 时 何以 提出 O7 匹配 那样 的 要 求 . 

更 普遍 一 些 ， 我 们 可 以 定义 从 微分 流 形 到 微分 流 形 的 映射 的 
可 微 性 ， 设 M 和 六 为 二 微分 流 形 ， 它 们 的 可 微 结构 分 别 为 多 一 
{Ua P} MA {Ta yo J: MN 为 连续 映射 ， 给 定 PE 
M, 设 Fo)EFe。 加 为 了 连续 , WEM 中 存在 2 点 之 开 邻 域 9， 
Si f(G) Cs、 此 外 , 存在 Uso, pEU。 所 谓 在 2 点 的 一 个 邻 域 
HO 可 微 是 指 ， 若 存在 开 集 H,dE 9C H, HcCGf)U, B. 
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boof oo. Qa CH) >fe (Va 

是 OTR. WIR Cr 匹配 性 , 可 知 此 种 可 微 性 亦 与 坐 
标 邻 域 的 选取 无 涉 . 

利用 映射 的 可 微 性 , 可 定义 微分 同 胚 这 一 十 分 重要 的 概念 . 

定义 2 BM, NWH O HW. F, MN 为 流 形 间 的 有 映 
射 , FOr EI OFEINA OFTE Oi, 
则 称 卫 是 从 M SDN BRAR EkA 并 且 称 M EDRAEF N, 
iu Mc, 


$5.2 流 形 上 的 向 量 场 


5.2.1 切 空间 与 切 向 量 场 

iM En OT 流 形 (以 下 简称 流 形 ). 考虑 一 切 定义 域 包含 
交点 之 某 邻 域 的 0” 函数， 引进 等 价 关系 ， 在 p 点 的 一 邻 域 上 网 
合 的 二 函数 视 为 等 价 ， 如 此 获得 的 等 价 类 之 集 记 为 0~(p). 设 U 
cM X M 23Ef in 07 (0) 一] C" (ps. 它 是 请 上 的 一 个 可 换 


代数 . 

定义 REY X, C7 (p) XR 满足 下 列 条 件 : 

1° X,(af-- 8g) 一 of 十 BXog( 线 性 ) 

2* XGP = (Xf) 十 有 CP) (Xag) Gef EAEN), 
其 中 a, BER, f, gEO7Cp). 这样 的 映射 KAME M Ep 
点 处 的 一 个 切 向 量 ，%p 点 处 切 向 量 之 全 体 称 为 流 形 及 在 p 点 处 
的 切 空间 ,通常 记 为 ZT,(M). 

并 集 LJTsC21) 附 以 适当 的 流 形 结构 称 为 流 形 M REEL, da 
为 TT(M) 或 了 TM. 所 谓 流 形 履 上 的 -个 向 量 场 孔 ， 是 由 用 到 
TC(M) 的 一 个 映射 ， 对 每 个 PE 用 ,有 一 切 向 量 X,ETSUD Sz 
对 应 . | 

设 也 为 开 上 的 向 量 场 , fE O"(Ca) .约定 以 和 /表示 由 下 式 
定义 的 函数 : 
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Xf(p- X), 
其 中 X, 是 向 量 场 X de p 点 的 取信” 
5.2.2. 流 形 间 映 射 的 微分 
B F. MoN 是 流 形 间 的 O^ R pEM, JSEC Ur). 由 
关系 
P(Xpf =X (JF) (5.2.1) 
所 定义 的 映射 五 .TCD) 一 rm(W) 是 切 空间 之 间 的 同 态 映 射 , 
F, 称 为 映射 五 的 微分 , 亦 可 记 为 4F, DF EF, F, MN 
ESRR, ,是 恒 等 同 构 、 又 , 车 互 ~Go 表示 二 0” 映射 之 
复合 , 则 
H,-(GoF),—G,oF,. (5.2.2) 
UCN 为 W ZJF8&,.p€ M. WR F. M—U XX ARIES, W F.. 
T,CM) 9T si QU) A FE FIER. 


5.2.3 向 量 场 的 局 部 坐标 表示 

WU, 内 是 到 上 的 一 坐标 邻 域 ,pED。 Hg n p SIBERSI 
pU. Tas (RTM). 在 点 9(P) € o(U) CI 4b, Tau GU) 
自然 基 

0/0, +1, O/B 
它们 在 映 身 p 之 下 的 象 
万 一 pr1(B/BomD ， e, E - pr (0/0m) | 

Æ T,CM) II — 2835, Mt TS CM) BS 4E 38 82e. BUG SB ILC X 
在 局 部 坐标 系 中 的 表示 为 


X - a (e) Es. (5.2.8) 
注意 到 Ey f =p (Qon) f — Be (979), 
BC UT (5.2.3) f id Jy 

X-X alo), (5.2.4) 


(5.2. 分 式 右 方 作用 于 函数 户 应 理解 为 作用 在 了 的 局 部 坐标 表 
Rop 之 上 ， 此 外 ,我 们 总 假定 谱 a! (o) E O7 函数 , 这 样 的 向 量 
场 称 为 Cr QEA, 


$5.3 微分 形式 与 外 微分 


5.8.1 对 偶 向 量 声 | 

1E 8 5.2 中 , 我 们 介绍 了 切 从 了 (40 的 概念 , 它 是 更 一 般 的 向 - 
量 从 的 一 种 特殊 情形 ， 对 于 切 从 ， 若 xpETb(M)CT(M), $w 
《zy) =p, 由 此 定义 的 映射 e, 7 CM) M 称 为 由 切 从 了 CD 到底 流 
形 及 的 投影 映射 ， 而 (p) =T, (M) WRA p 点 处 的 纤维 。， 所 
38 8] C35 SE Bs E Je YE 8E A p C M. 处 取 该 点 纤维 w 1 (p) P 22 — 26 
353 223 s 准 此 , 向 量 场 又 称 作 是 向 量 从 的 一 个 截面 (section), 

倘若 在 每 点 处 不 是 用 T,( 了 HM) 而 是 用 另外 的 某 个 向 量 空间 
作为 纤维 71 (py, 这 些 新 的 向 量 空间 之 并 附 以 一 定 的 流 形 结构 便 
构成 了 底 流 形 M. 上 一 -个 新 的 向 量 从 . 

最 简单 的 情形 是 用 向 量 空 间 T7, CM) RWB E Z TR] TS (MD 
VEN XCEERIZEAE w (9). TIMIA 用 在 Pp 点 的 对 偶 切 空间 或 
余 切 空间 ，Tp( 了 0) 的 元 素 称 为 对 偶 切 向 量 ， 或 简称 对 偶 向 量 . M 
上 一 切 对 偶 切 空间 之 并 TM) -UT;OD 叫做 M 的 对 偶 切 从 或 

余 切 从 ， 对 偶 切 从 的 一 个 截面, BORSE 
o, M—T'(M), 

piov, C To (M) 

称 为 M 上 的 对 偶 向 量 场 ， XPBISIÉISXGEIJUA. 若 VCMN 上 
有 向 量 场 并 ,并 设 吕 是 MM 上 对 偶 向 量 场 , 则 可 定义 函数 col), U 
—E(pee,CX,4)). SRU, g) 为 M BASS AUR, THERE H RER 
RADAN Er e, EQ WEHR o) =i, e, 9) 是 U 上 的 o" 
Ko Wo 是 C ”对 偶 向 量 场 。 后 面 提 到 的 都 是 C” 对偶 向 量 
i. 
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Uf. M—RJ4k—^4- C" 函数 ,按照 
Af) CX.) — Xf (5.3.1) 

定义 了 一 个 C7 对 偶 向 量 场 df。 这 个 对 偶 向 量 场 称 为 函数 了 的 微 
D, EE p QR R7 (Hf), 叫做 了 在 p 点 的 微分 。 在 开 集 UCP 
的 情形 , 此 定义 恰好 与 传统 的 微分 概念 一 致 . 

Wee, EREM 上 点 的 局 部 坐标 ， 它 们 (作为 上 点 
的 函数 ) 的 微分 dens, =, de, 正好 是 对 偶 于 2/ac …，2/am 的 对 
BRR, TE, 我 们 有 工 形式 的 局 部 坐标 表示 : 


o — a (2)da,, (5.3.2) 
i=1 . 


其 中 诸 m( 四 是 OT 函数 . 

已 知 流 形 间 映 射 F，M 一 入 ,前面 由 (5.2. 了 ) 式 曾经 定义 了 映 
SF. TQUM) T RS (M). XE Oso ETN), ,ET,(M), 
则 由 

F" (G5) (X y) =0 ro (P(Xy)) (5.3.8) 
诱导 出 映射 
F”: Tho QN) >TM). (5.3.4) 

Bk, F, 并 不 见得 将 M 上 的 向 量 场 映 射 成 六 上 的 向 量 
场 . 但 值得 注意 的 是 ， 对 于 给 定 的 N 上 任何 CO 对 偶 问 量 场 o, 
POUE M ENR ARH. 设 


o! = 3 edat, 
Ju 
F'(») - 34 e dar. (5.3.5) 
此 外 , 显然 有 
(Fio) "= FiFi - (5.3.6) 
5.3.2 张 量 场 


更 一 般 的 情形 有 所 谓 张 量 场 。 设 NER "T V'NV fij 
对 侦 空 间 ， 重 线性 上 映射 
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D. Vx “XV x x OxXxV'ER 
9 个 m 
Tj V Emp—4gEXx,.cWRMSRENI AE QE), s RARR 
HKEE EA, HTE rm s —5]0 218, 按 自然 方式 
引入 线性 运算 ， 将 形成 一 wn” Ep EHI AE zs qup mi 
数 )， 当 s 一 0 时 ， 对 应 的 张 量 称 为 7 AEE. 一 切 7 级 协 变 
张 量 构成 的 线性 空间 记 为 "(V7)，、 张 量 概念 可 以 注入 于 流 形 的 
讨论 之 中 ， 其 要 点 在 于 以 流 形 上 每 点 处 之 切 空 间作 为 刚才 定义 张 
量 的 线性 空间 站， 所 谓 流 形 M 上 一 7 级 协 变 张 量 场 , 是 这 样 一 个 
瑞 射 8， 对 每 个 点 2E1, 取 张 量 更 GE.9 TMZ. 设 
Xs, 7e, X ROFARRUCM Er HIERHER OX, s, X) 
ÆU tB C^ RA, LERRA DRA C7 的 7 级 协 变 张 量 场 . 
M p—9)C" lj vc 2E VAESKE RUP RRAN 7 CM). 
vr 级 协 变 张 量 场 包含 了 很 丰富 的 内 容 . 当 ? 一 上 时 ， 即 前 述 的 
对 候 向 旺 场 ， 当 ”=2 时 , 即 所 谓 双 线性 形式 场 , 这 种 场 具有 特殊 
的 重要 性. 我们 知道 , 车流 形 上 定义 了 一 个 对 称 、 正 定 的 双 线 性 形 
式 场 ,此 流 形 称 为 歼 曼 流 形 ,而 这 个 0 便 是 所 谓 的 歼 曼 度量 . 
RV EREZZE, pe 7' V), EF5(V)， 张 量 g 与 小 的 
聚积 是 一 个 十 8 级 协 变 张 量 , 记 为 pp, ELT: 
POV a ,Vs Vrs 7, Veo) 

—-p(Vi, Ut, VOU rna, Ue, Vs). (5.3.7) 
ARRAN pape XUDE EIRA W RE, Socr 
(M), PEF DCE o, PRIA m R, s RIEKER), pO 
TZEREN POP pO. TÆ, M 上 > 级 协 变量 张 量 场 
与 s 级 协 变 张 量 场 之 积 是 M 上 一 "十 8 级 协 变 张 量 场 


5.3.3 流 形 上 的 外 代数 
以 下 我 们 最 感 兴趣 的 是 所 谓 反 对 称 协 变 张 量 . 设 o 是 (1，…， 
T) Eg — Tr 8E 21; 
G, = 7) (0 (D, e (7). 
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车 能 表示 成 偶数 个 对 换 的 积 , 规定 sgn o — -1; 车 能 表示 成 塌 
数 个 对 换 的 积 , 规定 sgn 一 一 1 HTAR Vs, on, V. 
每 一 排列 o, 车 有 
BVI, V, =e :, Vo»), 
ME BRI S RI. EU 
Vai, e, V) -sgn o9(V «o, --, Veo), 
则 张 量 B 称 为 反对 称 的 .反对 称 协 变 张 量 称 为 和 外 形式 ..F"(V) 中 所 
有 反对 称 协 变 张 量 的 集 记 为 (7), 它 是 FV) 的 一 个 子 空间 . 
考虑 由 
CAD) Va, =, V) = E sgn oB s, 7 


定义 的 映射 中 


"E 


”> Vo) 


Sou. 

BR AERE D C7 (V), AD 总 是 反对 称 的 ， 故 映射 .改称 
为 反对 称 化 变换 ， 易 知 

aU) - 40). 


记 .7 (太一 六 考虑 .9 *(0, (V), =, Zr, nm 
BS ELI. , 
TDI OT OOTP Be, 
任何 8E.F8CV), 可 唯一 地 表示 为 
P=pit Hpi, 
其 中 gj) € (V), à. 


如 此 所定 义 的 .9 (V), 3 p 7 (V) 2 (V) SA R Eng 
ftit. 

A—Jr B, SER GO)-47(V). fieÍlimg, AVE 
JUQ)BMECPSH. X SUEGAeQ-RB GSdlsüm IV) 
定义 ,规定 

[ 注 ] 算 子 x 亦 可 记 为 t, 源 出 alternating 一 词 。 此 处 讨论 充 涉及 起 六 上 的 


AEZH, alternating 与 skew-symmetric 等 价 ， 对 于 县 在 竹 质 1 十 1 一 0 
的 域 上 之 向 量 空 间 , UO PR TUR 
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AQ) — AQ) C048 (7) 6: AI (7) VD. 
如 此 定义 的 AQ) .多 (P) 的 子 空间 , 但 不 是 一 个 子 代数 , 这 是 由 
于 对 于 任意 的 pEA V), C AIC) 它们 的 张 量 积 g@ 沙 可 能 不 
属 卫 AF) 因此 特 规定 反对 称 协 变 张 量 的 外 乘法 . 设 9E 
AF), 9 € 40D, gp 与 的 外 积 , 记 为 9 入 由 ,由 下 式 定 义 ; 


pA EDT spe). (6.3.8) 
运算 4 是 双 线性 的 ， 
(oil 十 oa) A^ — 04 ^1) 4-092 ^ 0, (5.83.9) 
c» A (ji n2) ^ € Ami 9 NNa (5.3.10) 
(ae) ^no A (an) =alo Am). (5.83.11) 
运算 4 是“ 反 交换 ”的 ; 
o A27 (712 c, (5.8.12) 
其 中 o € A'(V), nE ACT), 
运算 4 还 是 结合 的 : 
' CoA) NU o AO) = GET rog), 
(5.3.18) 
其 中 o C AV), 9€ A(V), 6c A"(V). 
io, YEA), 
p=pit e tp DEA (V), i=l, 0, k, 


p= pite th, pE As(V), j=1, “5 l. 

p 与 由 的 外 积 规定 为 
| 9p - 3 p Nds. (6.8.14) 
在 4( 广 中 附 上 (5.3.14) 式 所 规定 的 外 乘法 运算 ， 是 如上 一 结合 
代数 ， 仍 记 为 4( 普 ， 这 个 代数 称 为 外 代数 或 Grassmann 代数 ， 

显然 , 上 述 一 切 讨论 恬 可 移植 于 流 形 履 上 的 反对 称 协 变 张 量 
m. M 上 一 个 了 级 反对 称 协 变 张 量 场 称 为 ”级 外 微分 形式 ,简称 
TUA. M 上 的 Cr 函数 称 为 0 形式 ，ZH 上 ?形式 的 全 体 记 为 
A'CGM), SE A4(V) 的 过 程 类 似 ， 可 引出 AQ. ACM) Bo 
s 410 。 


-- 


ME M 上 的 外 代数 , 或 外 微分 形式 的 代数 . 
F ot, e, o^ RE AT CM) B6 — 28 3, 则 
(o^ A--- Acti Em) 
是 AM) i—i U, p) JE AERA, all, e, Eg 
EU 的 局 部 坐标 ， 即 p(9) = (ela), …, mn(q)). WERU 上 
点 的 函数 ) 的 微分 das, «e, do, ER AURRE. TE, 
r ÉR o0 88 Jay 8 AS ERN l 


ao 一 5 "n dani, N A da, (5.3.15) 
Ju 04,4, 35 M 上 的 Cr 函数. 
若 给 定 7 个 1 形式 
By day, del, er, (5.3.16) 


则 有 
pi At Apr = X det(as--o;)dz, Nee Adan, (5.3.17) 
其 中 det (as…o,) ERER (ouj) 中 标号 为 da, …, 9e RI AR R 
的 行列 式 ， 特 别 是 当 一 m 时 有 
$4 ^ Ad, det(au)da, A Adz,, (5.3.18) 
S44BpE (ou) BISRAA mr Hj, WIERE $i, …, 内 是 线性 无 关 
的， 由 (5.3.17) 式 可 知 : 1 形式 组 pr o, Pr 线性 无 关 的 充 要 条 
LES 
di Adeo, C (6.3.19) 
最 后 , 回顾 一 下 P" By SCUL(5.3.8). (D.3.4) 55), 不 难 
看 出 它 可 以 推广 到 7 形式 之 间 的 映射 . 
F* (Xo, dax, A tee Ada) 


5 al p AS " 
E ox, 5s Om, da, 人 … Ade, (5.3.20) 
特别 是 当 dim N —dim M =n Hi o, Æ N E— n E, Wil 
l Fo, = |J |o= (det F,)«,, (5.3.21) 


Hop |J] ÆR HET He E J = (Owar) YATAR, 此外， 对 于 
《5.3.20) 式 所 定义 的 映射 ,有 下 列 性 质 ， 
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(GsF)'-- FG, (5.3.22) 
F'(oA^Q) —F'(o) AF"). (5.3.28) 


5.8.4. 外 微分 
如 前 , 设 对 为 任意 的 % 维 微分 流 形 ，ACM) 表 示 M 上 的 外 代 
数 ， 可 以 证 明 , 必 存在 唯一 的 线性 映射 
dy, A(M)-A(M), 
dui RS PIRE. 
1* 3? f € A* (M) , Wl d. f — df CH JE df. RIR f n s 


2* 239 99 C A4), o? CACM), w 
dy (c 3) A c9) -= —dyco? Adc9 4- ( — 1)309 A dye? 
(5.3.24) 
8^ l d, =0, (5.8.25) 


在 不 致 引起 混淆 的 情况 下 , 今后 将 算 子 du WAK d. do"? RAT 
形式 wm 的 外 导数 或 外 微分 ,车 om 由 (5.3.15) 式 给 出 , 则 
do? = D dan., Ndas Ne - Ada, 


-E Paa " 
后 一 和 式 对 一 切 站 < … 及 1<b<n 求 和 . 
设 下 ,了 是 及 上 二 向 量 场 ,规定 [对 , Y]=XY-YX, CË 
由 下 式 赋 义 的 一 个 向 量 场 : 
(XY -Y X) f - X,(Yf) -Y (Xf), f €C^ (p). 
(5.3.27) 
仍 以 wm 表示 六 形式， 风 对 任意 一 组 疝 量 场 Xi, 9, Xr up 
证 明 下 式 成 立 : 
do (X, ee, Xna) 


ri 
SCHH POR, y Ra o, X12) 


Qc Ada, A“ A das, jj (5.3.26) 


(—1)'o"(LX;,, X], X3, 5 Á, 


i1xécj«rdM^l 


Ê, Ut X, (5.3.28) 


ore 
2 3 
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其 中 记号 £ ERA TEM, 此 式 亦 可 作为 算 子 d 的 定义 ， 我们 
来 看 此 式 的 一 个 特 款 ， 设 表示 1 形 式 ," X, Y 为 任意 的 二 向 量 
场 , 则 此 时 (5.3.28) 给 出 ; 
do(X, Y) -X (o(Y)) -Y (@(X))-o(LX, ¥]). 
. (5.3.29) 
另外 ,映射 E" 与 算 子 d 是 可 换 的 , 即 
F*(do) -d(F*o). (5.3.80) 


5.3.5 用 通常 的 微分 表示 外 微分 
现在 我 们 来 介绍 一 个 用 通常 的 微分 表示 外 微分 的 表达 式 . 
我 们 知道 在 平面 上 两 个 , 

微分 de 与 dy 的 外 积 ， 其 实 p 
就 是 二 重 积分 的 被 积 表达 rh yy LT / 
式 , 亦 即 de Ady 可 以 理解 为 / 
平面 上 ( 带 符号 的 ) 面积 元 . 
为 了 找 出 平面 面积 元 的 更 普 
遍 的 表达 式 ， 我 们 可 设想 从 
FG, 四) 出 发 作 两 次 位 移 , 得 
到 两 个 线性 无 关 的 无 穷 小 向 
Bde, dy)fü(8w, By). 由 
此 可 见 平面 面积 元 应 为 ~ 

a y 1 
wir y+dy 1 
æ+õs y+õy 1| 
这 便 是 所 求 的 平面 上 面积 元 的 普遍 表达 式 ， 我 们 来 看 两 个 特 款 . 
著 取 坐标 躺 的 方向 作为 位 移 的 方向 (dz 一 az， 叫 一 0， 8s—0, ðy= 
dy), jio i Eo (5.3.91) 呈现 通常 直角 坐标 下 面积 元 之 形式 da dy, 
又 若 分 别 取 极 径 p 的 方向 和 垂直 于 极 径 的 方向 作为 两 次 位 移 的 方 
5], 从 而 


他 十 do y+dy) 


图 5d 


一 dsy 一 Sody， (5.3.81) 


dc —cos ő dp, dy —sin 0 dp, 


s= — posin f d, Oy —p cos 0 db, 
这 时 《5.3.31) 式 给 出 o dp dO, 即 家 坐标 系 下 的 面积 元 
既然 (5.3.81) 式 是 平面 上 面积 元 的 一 般 表 达 式 ， 我 们 可 取 它 
作为 ie 5 dy BUE ELE, | 
da N daj — da 8y — õe dy. (5.8.82) 
设 有 二 工 形 式 oo 一 之 audax, A! 37 2l bida; 由 (5.3.82) RE 
€ 人 aa 一 > aib; da; Ada; = z aib (dee; — Svs) , 
ig o(d) = X a; de; 和 oa(3) = X a; ns, Wald), was) 的 意义 类 
T4. 于 是 有 
cd 人 oa 一 oil(d)coa(G) — ex (8) os (d), (5.3.88) 
设 o-2 odo, AJA (5.8 .82) 式 , 有 


do» Y A da ^ das 


éd 
—w .0 (de, oe, Bu, da), (8.3.84) 
i, h Dr 
援引 刚才 的 记号 ， 
w (8) == 之 O; Si, o (d) = 之 [^7] das, 
则 有 gw (8) 一 > dos; Oz, 2) ai; d (O2) 
和 
TOME day, mr Pi o; d (Om), 
4k 


w (d) = D " de, 十 M [^7] ò (da) 
1 i 


—m 0 oap dz Sia (dn). 
$5 OX $ 


LZR, 并 注意 到 d (ör) — de) (混合 偏 导数 与 次 序 无 关 )， 
有 


deo (8) — dw(0) 一 2 一 (Go 8m, — Övr da) . 


LE) Min W,H. Cartan, Lécons sur les invariants intégraux, Paris, 1922. 或 
IL K. Pamencknü, Teomerpnuockag Teopuz Vpasnenuiü c  UacrHbiMEH 
Ilpozssomusmm, M. -JI., 1947. 
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再 利用 (5.3.84) 式 , 最 后 得 到 

dco — de (8) — 60(0). (5.3.85) 
应 当 提 醒 一 下 ;上 式 左 方 的 dg 表示 外 微分 运算 , EI BI GN S X 
EREN, 


$5.4. 积分 流 形 与 Pfaff 方程 


5.4.1 积分 流 形 

分 布 和 积分 流 形 概念 ,是 通常 EO 中 向 量 场 和 积分 曲线 概念 的 
自然 推广 ， 但 当 推 广 到 一 般 情 形 OM 上 C 大 维 分 布 及 其 完全 可 
积 性 ), 呈现 出 较为 复杂 的 方面 . | 

定义 1 M En=mtk ERE. 假定 对 每 点 DE 及 ， 椒 
T, (2) 的 一 个 mw 维 线性 子 空间 4 与 之 对 应 ,又 设 在 每 点 2E 朋 的 
ERRU P, 存在 着 m 个 线性 无 关 的 OT EEG Xo, X, 
使 得 对 于 每 点 gEU 这 些 向 量 场 在 该 点 的 歌 值 XC, o, X s 
4 的 一 组 基 ， 我 们 称 这 样 的 AJ M ERA On f 2, n 
X, Xa 称 为 4 的 局 部 基 . 

定义 2 给 定 于 上 的 分 布 4 假定 在 每 点 之 一 邻 域 往 在 一 局 
部 基 Xi, e EmA 


LX, X] = ST i<ċ, jsm, (5.4.1) 


则 称 此 4 是 对 合 分 布 (involutive distribution), Hp 05 一般 不 
是 常数 , 而 是 该 邻 域 上 的 Cr BR. 
定义 8 设 4 是 到 上 0 分布 ,人 是 连通 的 Or iE, F, 六 
->M 是 一 对 一 浸入 使 得 对 于 每 点 9EN 有 了 了 (To (52) C dro, 则 
称 该 浸入 子 流 形 是 4 的 积分 流 形 
注 1 稍稍 特殊 一 点 的 说 法 是 ， üNCMJÀM "THE, 3t 
ULLA RN. e AER RE SUP BASE F, 
O OER 按 此 处 所 述 定 义 , 积分 流 形 的 维 数 可 以 低 于 4 的 维 数 . 
设 履 是 n=m+ 维 流 形 ，4 是 用 上 Oos 维 分 布 ， 车 对 于 
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. &R € M, TB ERA, p) (Xl a, …, wr 表示 局 部 举 标 ), 使 
fü m^ I] E E, ez (0/027) GG 一 1，…, m) Kk 4 在 U 上 的 一 个 局 
部 基 , 则 称 分 布 4 是 完全 可 积 的 ， 注 意 , 在 蜗 情 形 下 , 过 加 的 每 点 
q 必 有 一 m 维 积分 流 形 术 致 各 (TelN)) 一 4, 简 言 之 ,六 的 切 空间 
正好 是 4 事实 上 , dE (al, …, a7) 表示 & 点 的 坐标 , 那么 , 局 部 坐 
标 满 足 关系 
qii qmi ey hog 

的 一 切 点 之 集 , 即 

N=p {æ Ep (U) |t =d, j=m+1, =, n}, 
其 切 空 间 由 pr (0/02) , ---, pr (0/027) MIER, E g 点 的 一 积 
分 流 形 ， 在 这 种 情况 下 , 因为 


LE, Ej] ox | -2 ]=0, 1«$, j«m, (5.4.2) 


所 以 分 布 4 是 对 合 的 ， 这 就 是 说 , 完全 可 积 的 分 布 必定 是 对 合 的 . 

然而 , 绝 大 多 数 分 布 不 是 对 合 的 .例如 , 在 R 上 由 

POLI rtr, X 

、 张 成 的 分 布 便 不 是 对 合 的 . FEE, [Xi Xa] = —0/0z KER 
示 成 Xu, Xa HIERTESILET. 

刚才 提 过 , 4 的 对 合 性 是 4 为 完全 可 积 的 必要 条 件 。 我 们 很 
自然 地 要 问 , 4 的 对 合 性 是 不 是 其 完全 可 积 的 充分 条 件 ? 答 案 是 肯 
定 的 ， 事 实 上 , 有 下 列 结论 ; 

EE (Frobenius) WE M 上 的 分 布 4 为 完全 可 积 的 充 要 条 
件 是 4 为 对 合 分 布 . 

定理 的 充分 性 部 分 证 明 较 繁 , 从 略 . 


5.4.2 Pfa 信 方程 组 

BM 是 郊 维 微分 流 形 ，w 是 M 上 并 形式。 方程 一 0 称 为 
Piaf yi, APEM LARR X S oX-0 即 对 于 每 点 2E 
M 有 os (X) 一 0, 则 称 向 量 场 X E Pfaf 方程 o 一 0 的 解 . 
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一 般 地 说 , 设 ob …， wr 是 上 7 个 工 形式 , 则 方程 组 
04—0, …，cor 一 0 (5.4.3) 
称 为 Pfa 任 方程 组 .与 一 个 方程 的 情形 类 似 , 可 规定 Pfa 引 方程 组 
的 解 的 含义 . 
设 有 二 Pfa 任 方程 组 一 0G=1,…, 7) 58 $;709(j—14, ……， 
T) , 若 存 在 Cr 函数 和 ,pw C 


wi -5 Mp1, i= » Pago, (8.4.4) 


则 称 此 二 Pfa 和 组 是 等 价 的 . 如 果 ex (6—1, …, r)fü Cj 1, n, 
m) 都 是 线性 元 关 的 ， 那么 , 仅 当 m=7 BH. Gu) JÉ Quo RER, 才 
$i (5.4.4) 5X. 

设 诸 工 形式 o 的 局 部 坐标 表示 为 


PaL doy, $— 1, 5, TL (5.4.5) 
注意 到 da, (0/02) =F, 
则 可 见 向 量 场 
X- X (0/05) (6.4.6) 
是 Pfaff 组 (65.4.3) 的 解 的 充 要 笨 件 是 
Dane =0, i=l, 5, f, (5.4.7) 


今 考 虑 由 (5.4. 国 式 给 出 的 > 个 工 形式 ， 并 设 s, cn, o 线 
MEX, EM 上 每 点 处 均 有 rank (om) - v. 对 每 点 PE M, ZA 
Hi o! 满足 关系 (5.4. 人 的 切 向 量 X, Aek HR TMA 
n-r 维 线性 子 空间 44(n 维 向 量 ， 有 7 个 约 东 (5.4.7)). 于是， 与 
Pfaff 组 (5.4.8) 相 伴随 就 有 一 个 M 上 的 mrr 维 分 布 4 这 个 分 布 
A 的 积分 流 形 亦 称 为 Pla 任 组 (5.4.8) 的 积分 流 形 ， 并 用 此 分 布 4 
的 完全 可 积 性 来 定义 Pfa 他 组 (5.4.83) 的 完全 可 积 性 ， 当 然 ,Pfaff 
组 的 完全 可 积 性 亦 可 直接 定义 ， 如 果 在 M GkOM 的 某 开 集 ) 上 存 
在 + 个 函数 yi(zz,…, m) (E M ERRARE i=l, r, 
使 得 Pfaff 44 (0.4.3) 等 价 于 方程 组 | 
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dy,—0, -., dy,—-0, (5.4.8) 
或 者 换言之 ,存在 了 个 函数 加 (一 二 e, 7) 使 得 
一 S as dyr, =l, e T, (5.4.9) 
Ki 


则 称 Pfaff £8 (0.4.8) 是 完全 可 积 的 ， 

现在 我 们 来 介绍 Frobenius 定理 的 另 一 形式 ， 即 借助 于 微分 
形式 表述 的 完全 可 积 性 条 件 . 

设 4 是 肛 上 一 个 维 分 布 ， 以 AARAA TF AE 
质 的 微分 形式 之 集 : 只 要 XS, A BT 4, 则 有 

o(X,, =, X) -0, (6.4.10) 
BR IER ACM) 的 一 个 子 环 ， 并且 易 见 ， 
当 oi o3€ S (2) 5, A 
€ 4-3 € P (4); 
34 o € (D BT A 
2 ^oC.£(4), Vn€ ACM). 
因此 , FC) em ACH) n —4 x38. 

就 局 部 来 说 , 理想 74《 人 4 可 视 为 由 某 m 一 5 个 线性 元 关 的 1 形 
Aol o, wr 所 生成 .事实 上 , EX, X23 A, VER 
线性 无 关 组 X3, e, 了 ,并 取 其 对 偶 形 式 on on 网 sant, 
c» 生成 理想 S (A). 

引 理 设 4 是 M 上 的 天 维 分 布 ， 则 4 是 对 合 分 布 的 充 要 条 
fri. MEX X,YCATVBLX, Y]C€A. 

证 明 充分 性 ， 设 Xue, XEM dO 4. 假定 引 理 中 条 
AERE. 那么 ， HX - XCA REEL o XNE, MMEA, 

]E BARRE Xa o, Ke 的 线性 组 合 ， 由 对 合 分 布 之 定义 ,这 
表明 4 是 对 合 的 ， 

URE. 假定 4 是 对 合 的 , 即 设 

[X, Xj] -319$X. 1«à, j<k, 
其 中 请 CQ 为 07 函数 SEx, 了 E44， 于 是 ,不 妨 写 作 
.ll8 ， 


k * 
X= fiXa Y -29. 


为 了 证 明 [ 邓 ,六 ] 也 属于 4， 只 要 处 理 形 如 [PT,，% 了] 的 诸 项 . 
由 于 

[fX g; X3] —FigiLX X3] t FOXigD X; g; X fo Xs, 
BA OG, X, EUX, 外 均 属于 ASERDAX X1 8T 4, 由 
XALX, 了 jE 4， 证 毕 . 

E (Frobenius) H 4 为 流 形 履 上 的 分 布 ，4 为 完全 可 积 
的 充 要 条 件 是 

d( E) rn, - (5.4.11) 

证 明 设 4 是 上 维 分 布 ， 就 用 的 每 个 局 部 来 说 ,我 们 可 以 选 
取 % 个 1 形式 wo!，…，w"， 使 得 对 于 此 局 部 范围 中 的 每 点 g， 
ol, o, ot X T; (M) 1 —2835, EIERN o, e, en o 
生成 假设 Xa, ee, X. EARRAK 

o! (X ) —-8j 
者 ， 由 于 当 j=l, e h iski, e, aH eX) -0, d 
Xa 75, X4 张 成 A, Hp 0.4.1 所 述 的 Frobenius 定理 , 4 的 完全 
可 积 性 等 价 于 4 的 对 合 性 , 即 等 价 十 存在 请 0” 函数 08 C 
Ux, X] - 06X, 6, j=l, s k, 


依据 刚才 证 明 的 引 理 , 这 一 条 件 等 价 于 当 X,YCcaBDDLX,Y] 
E 4， 现 在 我 们 来 证 明 , 后面 这 个 条 件 等 价 于 条 件 (6.4.,11). 事实 
E, #4 X,YcABpMEIX,Y]C4. B(5.3.29)5X, 
do(X, Y)-—X(o(Y)) -Y (o(X)) - e(LX, Y). 
(5.4.12) 


对 于 oE sA), EX SUB AE, 从 而 
do(X, Y) =0, (5.4.18) 
由 式 表 明 duwoE.4(4)， 而 这 就 证 明了 (5.4.11) 式 成 立 ， 反 过 来 ， 
XMBGE(D.A.11) 5X Y, Wo ec. Dm bd dec... M 
m. 4 X, Y CABINE (5.4.13) XIX vc, HAH (5.4.12) X, dE . 
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A Lx, Y]e4 


iie Pfaff 4H (5.4.9) ése e n SU JE SER ERA 
dox A c4 ^ Ac, 70, é—1, «7, m, (5.4.14) 


$5.5 李 群 及 其 运动 密度 


5.5.1 $g 

Spp, R 是 0” 流 形 ， 同 时 (关于 通常 的 加 法 ) 又 是 一 个 

Abel 群 , 且 其 代数 结构 与 可 微 结构 有 如 下 的 关联 . 
(z, y)) oz y Qn x E" RA E^ E) 

和 |. &gr»(—z)(R' gs R E) 

皆 是 可 微 的 ， 以 此 为 背景 ,引进 如 下 的 定义 . 

定义 设 @G 是 一 个 群 ,同时 又 是 一 个 微分 流 形 , HEUS GxxG 
>Q (ls, y)r»xy) itg GG a) ee C^ 映射 Wes G A 
一 个 李 群 ( 李 即 Sophus Lie, 1842-1899, 挪威 数学 家 ). 

注 “ 定 义 中 要 求 二 映射 是 C” 的 , 实际 上 只 要 仿 定 映射 (2, y) 
Heyt 是 O^ 的 已 足够 ， 进 一 步 讨论 还 开明 , 还 可 以 用 (z, y) ey 
3 07 的 这 一 条 件 来 代替 ， 

常见 的 李 群 , 除 刚 才 提 到 的 R^ 5B, 还 可 以 举 出 不 少 . 例如 C" 
《 非 零 复数 集 ) 关 于 复数 乘法 是 一 群 ， 又 ，C” 还 可 以 看 作 是 一 个 二 
Ak O* WE. RU =C", p(z--ày) — (o, 起 构成 坐标 邻 域 .映射 

Cr, Y) (z^, y)) Ga 一 «y t ya) 
和 D (ote. ai) 
wE 0 映射， 于 是 0' 是 一 李 群 。 又 如 ,51 可 同化 于 模 为 1 的 复 
数 集 ,是 C 的 一 个 子 群 , 可 以 证 明 , ST 是 一 个 李 群 . 还 可 以 证 明 ， 
7" 一 Six.… X81:( 取 直 积 拓扑 ) 亦 构成 李 群 ， 这 个 李 群 叫做 环 面 群 
(toral group), 

许多 重要 的 李 群 是 矩阵 群 。 与 积分 几何 关系 最 为 密切 的 也 正 
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REREH, 

BUB — 4 A 1E2* (general linear group) E38 — Ul dE F nxn 
SCAB EE Br IR ZEE, W Gl(n, DRWA Gila). H nx» RE 
ELR NM,(R) 可 同化 于 R”. 由 于 函数 

det, R"R 
是 多 项 式 映 射 , 故 连 续 ， 从 而 Gilin, R)—det HR- (0)) AFR, 
可 赋予 它 C^ 可 微 结 构 使 之 成 为 R AFTREE. 又 Gln, BR) 关 
于 怎 阵 飞 法 是 一 群 ， 事 实 上 , 设 4, BEG, R), W 
det (AB) = (det A) (det B), 
det( A) #054 FE. 

.再 来 考察 映射 (4，B)JH>4 刀 和 ASA, 因为 4 的 元 素 是 4, B 
的 元 素 的 多 项 式 , 故 映射 (4, B)F>4B 是 Cr 的 ; 因 4 的 元 素 是 
和 的 元 素 的 有 理 函 数 (分 母 不 为 零 )， 故 上 映射 4H>4 也 是 C 的 . 
于 是 Gl(n, 有 R) 是 一 李 群 . Sl(n, R) » (AC Gl(n, R) |dei(A)= 4-1) 
EC, 妃 ) 的 于 群 ， 又 是 所 谓 的 正则 子 流 形 ， 因 而 也 是 一 个 李 
群 。 这 个 群 称 为 特殊 线性 群 (special linear group), 还 有 ,O(n) = 
{A €Gl (n, R) | 44" — 11 HE GL(n, BR) 的 子 群 ,又 是 正则 子 流 形 ， 
因而 0(w) 也 是 李 群 。0(m) 称 为 正 交 群 (Orthogonal group). 条 件 
AAT" —1 等 价 于 矩阵 4 的 行 ( 和 列 ) 是 正 交 标准 化 的 , 这 也 等 价 于 ， 
在 尽 常 用 的 基 之 下 , A 所 表示 的 线性 变换 是 一 个 等 距 同 构 ， 又， 
条 件 AA =I ARE nant) TER AT 0(m) 的 维 数 是 n(n 
—1)/2. 


5.5.9 左 推 移 和 右 推移 

设 G# 是 一 个 李 群 . 对 于 每 个 固定 的 元 烷 go€G, 我 们 可 以 定 
Lin FAAM GA G 的 可 微 映射. 

(a) EEB Lu GG, ggg; 

(b) 右 推移 R: GoG, g'99o. 
对 于 映射 Da RV, HR [5.2.2] n fg zz S. CUL (o.2.1)3X),. 229] 
有 这 两 个 映射 的 微分 (Lo,), 和 (Rs 或 记 为 GZr f GE). 
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定义 设立 为 G 上 的 向 量 场 . 著 对 于 任意 的 9 DEG, 有 


(dLa X, TX gy (5.5.1) 
MARA X 是 去 不 变 的 . 
在 (5.5.1) 式 中 作 代 换 gg, ge, WA 
X,— (dI4) X,, (5.5.2) 


即 任何 左 不 变 向 量 场 X 可 由 该 向 量 场 在 单位 元 。 处 的 切 向 量 生 
成 ,详细 一 点 说 ,就 是 向 量 场 在 任 一 点 9 处 的 取 值 Xu, 是 了 ,在 在 
推移 L 的 微分 dL 映射 下 的 象 ， 
完全 类 似 地 可 定义 右 不 变 向 量 场 . 
对 于 go, EG 以 及 任何 gEG, 有 
Lgo Rog = Lo,(g91) = 90991 


和 Ryo Lug Ra gog) = 90991» 
故 有 | 
Lo Ps, = RaoL,. (5.5.8) 
将 全 .3.2) 式 应 用 于 上 式 的 两 边 , 有 
dLy od Rp — dB, odL,,, (5.5.4) 
另 一 方面 , 显然 有 
Loo = Lno Lg, Roo,— By,e Bas (5.5.5) 
因此 , 由 (5.2.2) 式 ,有 
dL, - dL, od L,, dR ER, od Bs, (B.5.6): 


由 (5.5.5) SU, Duo o Ly, 和 Rao Ros: IERRA, AN Guo 
dL, 和 d. Rod E, AB s fel S LN, BUR 

dL; = (dL) ~t, dBg (AR), 5.5.7) 

现在 我 们 来 介绍 与 左 推移 和 右 推 移 有 关 的 一 个 概念 ， 伴随 表 

ÓR. 设 T。 表示 全 在 单位 元 。 处 之 切 空 间 、 对 于 每 个 goEG, 可 诱 


导出 线性 变换 . 
ad (g o): TTo 


. X4 (d, od.) Xe. (5.5.8) 

这 个 变换 称 为 go 的 件 随 变 搁 (adjoint transformation), BA $t g 
. Pad(9g) 称 为 G 的 伴随 表示 (adjoint representation), Ji M G 38j 
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全 的 自 同 构 群 的 一 个 局 态 . 事实 上 , 由 伴随 变换 的 定义 及 (5.5.4)， 
(5.5.5)，(5.5.6) 及 (5.5.7) 诸 式 , 有 
ad (gigo) AXQ.— (d. ooo d Lag) X= (dE. igo doge) X, 
= (GR od E aod La oda) X, 
- (dled by od dL) X, 
= (ad (g) ead (g9)) X», 
ad(go!) X, — (GR, dL) X, 
= (dig odR) X, 
= (dL) Tio (GR) X, 
= (AR, odL,) *X, 
~ (ed(g0) E., 


5.5.3 左 不 变 微 分 形式 
由 定义 式 (5.3.8) ,任意 左 推移 Ly 将 诱导 出 映射 


Dus oo 一 了， (5.5.9) 

定义 1 设 四 为 工 形式 ， 如果 对 任何 go JEGA 
Lgo lgog) =o), (5.5.10) 
则 称 工 形式 @w 是 堪 不 变 的 . 、 


设 X,€T, (Q) 为 9g 处 任意 切 向 量 ， 则 由 L, 之 定义 ( 见 
(5.3.3) 式 ), 有 
Tym(gog) (X o) = (gog) (dLy, CX 9)). 
车 w 蚌 左 不 变 的 , 则 由 (5.5.10) 式 可 得 
|. e(gog) (AL CX )) — o(g) (X). (5.5.11) 
此 式 往 往 被 形式 地 写 为 
e(gog) —e(g), (5.5.12) 
作为 四 的 左 不 变性 条 件 ， 但 应 明确 , (5.5.12) 式 的 真正 含义 是 指 : 
对 任意 的 go, GEG 及 X,C€T,(G), (5.5.11) 式 合成 立 . 
G 上 一 切 左 不 变 1 形式 之 集 , 以 自然 的 方式 引入 线性 运算 , 构 
成 一 线性 空间 、 车 在 左 不 变性 条 件 G.5.10) 中 以 g!: 代 兰 go, W 
有 
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Le) —o(g). 
EREI, 任何 一 个 左 不 变 工 形式 w 在 任意 点 gE R olg), 
是 此 1 形式 在 单位 元 。 处 的 取 值 ofe) 在 线性 变换 下 的 象 ， 因 此 
刚才 所 说 的 左 不 变 工 形式 的 线性 空间 的 维 数 与 的 维 数 相同 , 从 
而 与 G 的 维 数 相 同 ， 
定义 2% G 上 左 不 变 1 形式 的 线性 空间 的 任何 一 组 茜 ,; 即 任 何 
一 组 %% 个 线性 无 关 的 左 不 变 1 形式 , 称 为 G 的 Maurer-Cartan 形 
X. | 
Wei …， 央 是 G 的 Maurer-Oartan 形式 ， 则 任何 左 不 变 
i 形式 ww 可 写作 
o= S dox, (5.5.18) 


其 中 诸 w EARR. 对 于 a 确 为 常数 这 一 点 ， 可 直接 证 明 如 下 . 
-由 于 wo 是 左 不 变 的 ,由 左 不 变性 条 件 (5.5.12), 有 
21a. (gog) ex(gcg) =X a: (g) wg) 
对 任何 go 9€ G RE. 但 由 于 诸 o KAATER, X 
ogg) = Cg), i=l, e,n, 
从 而 之 [wkgog) 一 不 (g)1 cx (g) =0, 


因为 w …， On 是 线性 无 关 的 , 故 有 
. wk(gog) 一 (9 一 0， 

从 而 诸 wm BRA. 

类 似 的 讨论 可 以 证 明 下 列 结论 ; 

Wesce, eX GI Maurer-Carian 形式 ， 则 GQ 上 任何 左 
不 变形 式 可 写作 

co? = 之 Wizi 人 … 人 ol， (5.5.14) 

其 中 诸 Qs 为 常数 ， 

首先 我 们 说 明 一 下 ， 所 谓 丰 形式 o” 的 左 不 变性 是 由 下 列 条 
件 所 定义 的 : 

Zoo (gog) —- eX? (9). 
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其 次 , 因为 oa, …, on 是 G 的 Maurer-Cartan 形式 ， 故 它们 构成 
(MM) 的 一 组 其 ， 由 此 推 知 
[ou ^s, Aou 1s Li SRS 
构成 A CM)BI— 235. DRUG, 可 将 o0? 表示 成 (6.5.14) 式 这 种 形 
A. 至 于 证 明 诸 e.a, 皆 为 常数 与 工 形式 情形 类 似 . 
推论 设 dimG=m 那么 , 倘 不 计 常 数 因子 ,一 切 左 不 变 % 形 
ABAS. 


5.5.4 李 群 的 结构 方程 与 结构 常数 的 性 质 
设 ol e, o0, EG fij — £4] Maurer-Cartan JEN. Æ ol A 
不 变 的 ,由 (5.3.30) 式 ,对 任意 go CG 有 
E (dœ) —d(Lo) = do, 
即 dw 亦 为 左 不 变 的 .因此 左 不 变 1 形式 o. 的 外 微分 dox 是 左 不 
变 2 形式 .由 上 一 段 末 所 述 之 结论 , 有 
dwi— Bho Nen, j—-i,-,nm, (5.5.15) 


其 中 Oh 为 常数 ， 作 代 换 
C — Ct > OR, 
则 (5.5.15) 式 变 为 
dast $ Of 人 am $—1,--, n, — (5.5.16) 
VERTI 


其 中 Ofe 为 满足 条 件 
C5,4- C1; ^0 (5.5.17) 

的 常数 ，(5.5.16) 式 称 为 群 G 的 Maurer-Cartan 方程 或 结构 方 
程 .0 BHR GORTE (eu 的 结构 常数 ， | 

ik 在 (5.5.15) 式 中 , 若 作 代 换 Oje — Ck — Oir M (5.5.10) 
式 右 方 多 一 负 号 . WX, Xa HIHET ol …，cn 的 问 量 场 ， 
HLX, X4] — X O5 X, Rh Oj 将 与 结 移 常数 一 致 . 

F fH (5.3.88)/41(5.3.85) — 3X Jp il I (5.5.17) 3X, 可 将 
(5.5.16) 式 改写 为 : 
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de®) - Bo (d) = X Of co (d) (8) =A) 
=F} Opod) oð), . (5.8.18) 


在 (5.5.18) 式 右 方 出 现 的 eo; (d) wx(6) 是 微分 形式 的 通常 的 乘积 ， 
而 不 是 外 积 ， 

以 下 我 们 来 讨论 结构 常数 的 性 质 . . 

性 质 1 结构 常数 0O% 关 于 指标 是 反 称 的 BW DE 
(5.5.17) 式 

Oj — — Cis, 
性 质 2 Xp — H à, p, q, kn, 有 恒等式 
E (OKO ha +0 Olp +010) =0. ^ — (5.5.19) 
证 明 于 (5.5.16) 式 两 边 取 外 微分 ,有 
0— d(do) -4 D Oir (Ohga A^ co ^ cx — ON N 9s Awa) 


=$ X Oslo, os Nos 


= > 22, (0805 + OO + COT) os ^ oq A 


由 于 (o? ^ o. os Teop bx) 是 左 不 变 8 形式 构成 的 向 量 
空间 的 一 组 基 , 从 而 线性 无 关 , 故 有 (5.5.19) 式 ， 
我 们 注意 , 由 (5.5.15) 式 所 定义 的 请 结构 常数 是 与 基 (0) 的 
选取 有 关 的 . 但 是 对 于 某 些 特定 的 李 群 ， 结 神 常 数 也 存在 着 与 基 
的 选取 无 关 的 性 质 , 即 所 谓 内 区 性 质 , 它们 刻 刘 了 李 群 本 身 的 某 些 


(od 外 ,又 选取 了 另 一 组 基 (99. 
dim S unon o= X Uap, (5.5.20). 
其 中 wn, Ua ENERG 
Sua 9j, (5.5.21) 


若 相对 于 基 (00. 的 结构 方程 为 
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45,71 $04. d. 
让 我 们 来 求 结 APR OL ID ec 对 
pi -$ UG» 
取 外 微分 ,有 


d; — 之 uj deo, — i I Ui > Coaom 人 co 
1 
一 可 2, Us t x U mps) ^ (之 Und) 


SL XC wd) Ade. 


由 此 推 知 ,相对 于 基 (60, 群 的 结构 常数 为 
Ot 一 P3 OnnU mU un. (5.5.22) 


SRG. 5.22) EH], 车 对 于 m, h=1, =, mn 有 Onr =0, 则 对 于 
j, s, k=1, 0, nA O50. 反之 亦 然 ( 因 为 我 们 同样 可 以 用 0% 
去 表示 Co .由 此 得 到 
性 质 8 Rn 为 李 群 的 结构 常数 . 则 条 件 | 
=0, ó, m, h=], e,n (5.5.28) 
与 基 的 选取 无 关 . 
注 ”、 当 诸 0O4=0 时 必 有 [X,Y 了 j=0， 此 时 GQ 的 李 代 数 g 是 
可 换 的 . 而 连通 李 群 G 为 可 换 的 充 要 条 件 是 其 李 代 数 为 可 换 . 可 
见 ， 条 件 (6.5.23) 为 连通 李 群 是 Abo 群 前 充 思 条件 (G 上 左 不 变 
向 量 场 构 成 的 线性 空间 ,在 向 量 场 的 括号 运算 [:，*] 下 , 构成 一 个 
李 代数 ， 称 为 李 群 G 的 李 代 数 ， 关于 李 代 数 及 其 与 李 群 的 关系 ， 
本 书 不 拟 详 论 ). 
ERE 设 O03 为 李 群 的 结构 常数 . 则 笨 件 
0h-0, m=1, =, n (5.5.24) 


与 基 的 选取 无 关 . 
证 明 由 (5.5.21) 和 (5.5.22) 二 式 ,有 


. 127. 


^ 


" h "P 
zi o} = 之 D OW aU msU pta 
一 j2X31i,u, 
= 5 Cnr U mh = > CUm 
m,i í&m 
一 之 U ms (>) OL " 
an i 


后 面 将 证 明 ， 条 件 (5.5.24) 是 么 PIT (unimodular group) 的 
现在 让 我 们 对 矩阵 李 群 作 一 些 具体 的 考察 、 设 为 矩阵 李 
群 , 其 元 素 y= (gw) 为 x% 和 矩阵 ， 我 们 的 目标 是 求 出 矩阵 李 群 的 
Maurer-Carian 形式 与 结构 方程 .考虑 形式 矩阵 
Q-—9 tdg = (c4), (5.0.25) 
ig g RER g 7 — (yo), JUI 
60; — 2b" dgy 


为 1 形式 .由 于 | | 
Q (gg) = (gog) "d(gog) —9 "g»' godg —Q(g), 
故 诸 os BIERE 1ER. GENE G 的 维 数 等 于 mw MA 
cx 中 恰好 可 选 出 % 个 线性 无 关 者 , 作为 李 群 G 的 Maurer-Cartan 
形式 、 此 外 ， 
dQ-d(g  Adg- —g dgy ^ Adg- —QAQ, 


(5.6.26) 
G 的 结构 方程 即 隐 含 于 (5.5.26) 式 之 中 ， 
例 1 考虑 矩阵 群 G, gcG Js 2x 258p, 
o-( 2 ) "m (5.5.21) 
€ c 


群 流 形 为 如 "除去 z 一 0 而 外 的 部 分 。 易 见 


^ dz 0 
L der ay j] Nos or 
化 x [2 


(5.5.28) 
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Maurer-Cartan JE E. 


V Y 
ex E aac y de dy. (5.5.29) 
0 0 
—-—Q^Q- 
由 dà——QN^ ( o) 
看 出 结构 方程 为 
do —0, dc 0, (5.5.80) 


即 所 有 的 结构 常数 全 为 零 . 注意 到 G 的 可 换 性 ， 这 便 是 理所当然 
的 了 . | 
例 2 考虑 矩阵 群 G, gEG H 8x8 JEP, 


c 0 y 
g—|zinz c z], «70. (5.5.81) 
0 0 1 
FEMI R 除 w 一 0 而 外 的 部 分 ,我们 有 
de o w 
€ € 
Q—gdg-—| de dz dne qua 8 , (5.5.82) 
g c c E, 
Ü 0 0 
于 是 一 组 Maurer-Cartan 形式 是 ; 
w , O0 m’ Cs z dy + TC | (5.5.38) 


这 时 (6.5.82) 式 成 为 


o4 0 os 
(—| o1 ol cs]. 
0 0 0 


FH 4Q 一 一 8 信 0, 即 
dæ 0 dwa 0 0 — £04 A wa 
区 do MEE 0 一 co1 人 ca 一 al 人 as ) 
0 0 0 0 0 0 C 


于 是 结构 方程 为 
.129 。 


do 一 0，doas 一 一 aodt 人 as，doas 一 一 ad 人 as 一 CO 人 as。 


由 此 这 个 群 不 为 零 的 结构 常数 是 
Cis —O5 — —1, Oig2 —CO3—- -1, CD 一 一 C3 一 | 


(5.5.84) 
BIS JGEJBPEREG, gCG Oy 8 SEE 
s 0 Inz 
g=; y u w |, c0, v0, 2-0, (5.5.85) 
00 1 


群 流 形 是 从 R^ 中 除去 超 乎 而 2 一 0、 除 去 超 平 面 v 一 0 以 及 除去 闭 
半空 间 * 和 0. 此 矩阵 李 群 的 维 数 等 于 5. 


我 们 有 
de n de 
æ az 
Q-g*dg—| yde dy du _ yde , dw 
cu 2b u c uz u 
0 0 .0 
(OST 0 92 
一 | ca Cd ©; j, 
0 0 0 
一 组 Maurer-Cartan 形式 为 
oZ, o= tZ, 0 ydo | dy 
æ qu. w 
d d 
o, eos e AE LEE (5.5.86) 


FH d= 一 入 9 得 结构 方程 如 下 ， 


do —0, da= — 0 A2, dos 一 CO 人 as 十 as Nos, 


de47-0, dws= 3 Nos — 04 NO5, (5.5.87) 
不 为 零 的 结构 常数 是 ， 
O12— 一 O31 一 —1, Oi -0z =i, 034= 0h = —i, 
O5 = — 0$, —1, 0j} — Oh —1, (5.5.88) 


ACPUHASTE LJEXUSWUS EUH ORAE, SEDEL EARK 
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JERE, 完全 可 作 平 行 的 讨论 . 今 简 述 如 次 . 
LER o 车 对 任何 go, 9EG 满足 


BRoo(9go) —«(g), (5.5.39) 
则 称 o 是 右 不 变 的 ， 右 不 变 性 可 形式 地 写作 
e(ggo) —e(g). (6.5.40) 
HTE RERE pT (5.5.25) 3X, TARERE EE 
O =dgg*, (5.5.41) 
由 于 Blgg) - d(ggo) (ggo) ^ —4£2(g), 


"UO NX EXCRNAEIÉSX. 选 出 其 中 ”= 一 qim G 个 线性 无 
关 者 即 为 右 不 变 工 形式 构成 的 线性 空间 的 基 . 
另外 , 形式 矩阵 与 之 间 显然 有 下 列 关系 ， 
Q(g 7) ^gd(g =——dgg *— — O(g). (5.5.42) 
关系 式 (5.5.42)， 对 于 一 般 的 李 群 GQ( 即 不 限于 矩阵 李 群 ) 的 
讨论 是 一 项 有 益 的 启东 ， 设 (o dk C 的 左 不 变 1 形式 构成 的 线 
性 空间 的 基 ， 今 考虑 由 关系 
alg = -akg ?), $—1, -*, n (5.5.48) 
所 定义 的 s. HF | 
Gi (9go) = —«x(go!g 7) = —ex(g 7) 7o(g), 
故 (o) 是 右 不 变 1 形式 构成 的 线性 空间 的 基 ， 与 (5.5.16) 式 类 
似 , 有 


dazi M CS, ^ x, — (6.5.44) 
其 中 诸 Ch 为 常数 ， 将 (5.5.44) 式 应 用 于 g 处 ,并 计 及 (5.5.48) 
式 , 有 
do =} È, Oso N on. (5.5.45) 


将 此 式 与 (5.5. 16) 式 相 比 较 ,可 见 Of ~ — Of. 因此 对 右 不 变 1 形 
式 而 言 , 结构 方程 为 


qd 二 一 -i $) Oj Nàs. (5.5.46) 
X, 5 (5.5.18) AX M, 此 时 (5.5.46) 式 可 改写 为 
EEE 


dc; (8) — õa (d) 一 一 加 Ceo (d) ax (8) . (5.5.47) 
再 次 考察 其 元 素 由 全 .5.81) 式 给 出 前 矩阵 李 群 。 因 
vids 0 — ys * da A dy 
Q—dgg—| vds o`tda d) 
0 0 0 


故 有 
Bi o ytz da A- c2, 


Q1———, V= -2 = dæ+dy, Oa 一 一 


(5.5.48) 
结构 方程 为 
G01=0, do 一 Of 人 0Oa，000as 一 O1 人 0 十 二 人口 3， 


(5.5.49) 
结构 常数 与 (6.5.84) 式 所 示 相 比 正好 反 号 . 


5.5.5 李 群 的 运动 密度 
设 (og EEF CG 的 一 组 Maurer-Cartan 形式 , 则 
drO =w A Ac, ` (5.5.50) 
是 左 不 变 的 mw 形式 ， 倘 不 计 一 个 常数 因子 , 它 是 上 唯一 的 左 不 
Zn ÉA. wW 
三 (goG) = w (gog) ^** NesCgog), 
于 是 % 形 式 (5.5.50) 的 左 不 变性 可 形式 地 表述 为 
di(gyG) —d;G, (5.5.51) 
aG -REAG 的 堪 不 变 体积 元 ， 但 在 积分 儿 何 里 习惯 上 称 之 为 
G 的 运动 密度 (kzinematic density), —— 
ERE 上 的 右 不 变 体 积 元 类 似 闻 定义 为 


OrG = 04 A IN, (5.5.52) 

其 中 {oy 为 右 不 变 工 形式 构成 的 线性 空间 的 一 组 基 ，dzG 的 有 
不 变性 可 形式 地 表示 为 

da(Ggo) =d, PEG, (5.5.58) 


对 积分 儿 何 的 研究 具有 特别 重要 意义 的 是 一 种 特殊 的 李 
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群 一 一 么 模 群 . 

定义 ” 若 一 个 李 群 的 左 不 变 体积 元 同时 也 是 右 不 变 的 ， 则 称 
此 李 群 是 么 模 群 . 

显然 ,对 么 模 群 而 言 , @&zG 与 QnG 仅 相差 一 个 常数 因子 . 适当 
调整 (o 和 (0) 即 可 致 &G=dnGi 这 时 ， 我 们 把 这 个 既是 左 不 
变 体 积 元 又 是 右 不 变 体积 元 的 % 形 式 简 称 为 G@ 的 不 变 体 积 元 . 又 ， 
因为 

ex(g) =- alg”), 
故 不 计 符 号 则 有 
dG Cg) = Ara). (5.5.54) 

这 表明 , 对 么 模 群 来 说 ,其 体积 元 在 映射 gg :之 下 也 是 不 变 的 . 

以 下 介绍 李 群 8 是 么 模 群 的 条 件 . 

定理 1 李 群 G 是 么 模 群 的 充 要 条 件 是 G 的 结构 常数 满足 条 
件 


$05-0, j=l, =, n, (5.5.55) 
k-l 


证 明 以 5 表示 初等 的 左 推移 ，a 表示 初等 的 右 推移 ， Hio. 
的 右 不 变性 有 do) =0， 于 是 结构 方程 45.5.477 成 为 


do (d) 一 Ojo; (d) ox (8) . (5.5.56) 
另 一 方面 ,由 于 {oy 是 AM) RS — 2838, d 
mi 一 习 aaop， ol, n, (5.5.57) 
其 中 aw 为 G 上 的 函数 .由 o 的 左 不 变性 有 dold) =0, 于 是 有 
E (Saadud) omdwr(d) ) 一 0. (5.5.58) 


将 (5.5.56) 式 代入 (5.5.58) 式 ,有 
之 [Scy (d) 十 aa OS, (d) D (8) ) ] 
在 第 二 个 利 式 中 先 对 指标 不 及 了 求 和 并 将 大 记 为 mm， 然后 对 指标 
s 求 和 , 将 s 记 为 并 注意 OR%= 一 O03, 有 
. 433. 


$ (õa — $ C fais co; (9) ) ex (d) 一 0. (5.5.59) 
无 一 工 n, $= 


利用 {Gi(Q)} 的 线性 无 关 性 ,并 用 Ae 5Ca 和 5 都 表示 通常 的 微 
分 ), 我 们 有 


daa — 23 O7a;40,;770. (8.5.60) 
方程 组 5.5.57) 的 系数 矩阵 的 行列 式 det(as) 简 记 为 A(g), W 
d4— Mos da, (5.5.61) 
其 中 oa 为 行列 式 4 中 元 素 an 的 代数 余子 式 ， Bj 
anon — 4-81. (5.5.62) 
以 um 38 (5.5.60) RFX è, k RM, F 
n> (5.5.63) 


(5.5.63) 式 是 进一步 推理 的 主要 依据 ， 由 (6.5.57) 式 ,有 
wa ^ ee Ac, A(g)o1 ^ ** A 0s, 
不 计 符 号 , 则 可 写成 
dj G.— A(g)dgG., (5.5.64) 
EGEEZER, WU A(g) —oonst., 从 而 g4=0. 由 全 .5.63) 式 ,有 
E(à0&)9-0. 
因为 (o, 是 线性 无 关 的 ， 故 条 和 件 (5.5.55) 成 立 ， 反 之 , 设 条 件 
(5.5.55) 成 立 , 则 仍 由 (5.5.68) 式 可 见 94=0, 于 是 4=eonst., 从 
maA. uu. 
(5.5.64) 式 中 出 现 前 行列 式 AC 有 一 些 十 分 重要 的 性 质 . 
定理 2 映射 g->4(g) 是 从 GG 到 正 实数 乘法 群 的 一 个 同 态 . 
证 明 ”将 映射 Ra 作用 于 (5.5.64) 式 的 两 边 ， 作用 于 右 方 的 
S LAE 
R5 [A(g) drC] = A(ggo) Ry drG 
_ A(ggo) 
=A 0) ORI 一 ~ O 
(ggo) d, G Ag) dG, 
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其 中 利用 了 4G 的 右 不 变性 及 (5.5.64) 式 本 身 . 作用 于 左 方 的 结 
E R dG, Bü 
RS, dg - Bn. d,G. (5.5.65) 


另 一 方面 ,由 (5.3.6) 利 (5.5.8) 二 式 及 drG 的 左 不 变性 , 有 
I} o Ri drG = (Ro Lp) dG — (Lano Ro) dra 
—R’ o I} dG = RdrG, 
可 见 (5.5.65) 式 之 左 方 HR; du G 也 是 左 不 变 %w 形 式 ， 由 此 可 以 断 
A Ruda 与 dLG 至 多 相差 一 个 常数 因子 ( 见 5.5.3 段 末 之 推论 ). 
于 是 由 (5.5.65) 式 可 得 


A(ggo) _ 5.5.66 
^A) On (5:5-66) 


其 中 不 依赖 于 g, 但 一 般 与 ye 有 关 ， 在 关系 

alg) = —ex(g ?) 
m4 g—e, WA 

ale) - —eX(e), i=l, +, n. 

从 而 , 若 不 计 符 号 ,有 

(diG) ec (dr) 63 
亦 即 4(e) 一 T，。 再 由 全 .5.66) 式 , 便 有 

O — A(go). 

于 是 ,对 一 切 9 EG, A 


A99) = A(g) 4(go), a - xe. (6.5.67) 


这 就 证 明了 定理 . 
推论 1 具有 有 限 体积 之 李 群 必定 是 么 模 群 . 
证 明 利用 (5.5.67) 之 第 一 式 , (5.5.65) 式 成 为 
Bo .drG = Ago) dG. 
此 式 可 形式 地 写 为 
dr(Ggo) = A(go) arG. (5.5.68) 
43; G 具有 有 限 体积 ， 则 drag) M dG 在 整个 G 上 的 积分 值 相 
E, 从 而 对 一 切 goEGQ 有 Ago) 一 4, 故 G 为 么 模 群 . 
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因 紧 致 群 具 有 有 限 体 积 , 故 立 邑 有 
推论 2 紧 致 李 群 是 么 模 群 . 
另外 ,G 是 乏 模 群 的 条 件 亦 可 借 伴 随 表示 概念 米 表 述 . 
定理 3 李 群 G 是 么 模 群 的 充 要 条 件 是 
detad (go) =1. (5.5.69) 
证 明 回顾 5.5.2 段 中 关于 伴随 变换 的 定义 : 
ad(go), T,T., 
X45 (dR dg) Xs, 
由 此 可 诱导 出 变换 
Cad (go), TT", 
ol) Dos Ln) "ole) =Le Bw(e). (5.5.70) 
不 难看 出 , 变换 (5.5.70) 的 矩阵 与 变换 ad(go) 的 矩阵 互 为 转 置 . 其 
行列 式 相等 : 
det ad (go) — det(ad (go) )*. 
F dG = A(g) dG 两 边 取 变换 (ad(go))*, 有 
Lj Ropta = A(goggo ^) LydrG 
- a pe ({ dG N ACgoggo ) 
Agog) I, (3 (y) Ae d.d, (5.5.71) 
Hi (5.3.28) X, F*(o A9) =" (o) A F'(9) f 
L5, o Rda = Lo Ra (c4 A A c) 
(Do, Roco) A Goa). 
(5.5.72) 
设 线性 变换 ad(go) KEREN (ya), M Cad (go) )* KIEREN (yu) ”= 
(93), TÆ 
Dio Rysoy 21 Yks, k=1, e n, 


代入 (5.5.72) 式 ,有 
LjoRjadiG = det (ad (go) )*diG - det ad (go) diG, 


(5.5.78) 
再 代入 (5.5.71) 式 , 便 有 
136 ， 


deiad (gu) dyG — 2 GR D LG. (5.5.14) 


令 g=e, WA 


det ad (go) =- e (5.5.15) 


今 设 G 为 么 模 群 , 则 4 一 const.， 从 而 (go 一 4(e) = const., 
故 detad(go) -1, 反之, 设 deiad(go) 一 1 对 任何 goEG 成立， 则 
对 任何 goEQG 有 Algo) = A(e), BE A=const., 从 而 9 Jk zz TRHE, 


$5.6 章 性 空间 的 密度 和 测度 


5.6.1 李 群 作用 于 流 形 Tic 

如 所 周知 , 抽象 群 可 定义 为 一 些 对 象 的 集 , 其 中 规定 了 满足 某 
些 公 理 的 复合 律 。 这 种 定义 方式 是 相对 较 晚 近 的 事 ， 最 初 ， 群 作 
为 “排列 ”之 集 而 出 现 . 以 “排列 ”的 复合 作为 乘积 运算 , WER 
合 于 前 述 拥 象 群 之 定义 。 对 于 “ 绯 列 ” 作 广 义理 解 ， 六 导致 变换 群 

定义 WEG 为 一 群 , X 为 一 集 ， 所 谓 G( 左 ) 作 用 于 总 是 指 : 
FFERR O, Gx X X Win 

1* 车 。 ERG ZAM, 

: 0(e, à) =x, VrC X; 
2° $i gı, ga € G', Dii 
8(gs, (go, &)) —O(gsgs, £), Vx C X. 
3:4 G 为 拓扑 群 ( 即 群 上 附 有 拓扑 , 和 且 群 的 运算 为 连续 ), X 是 拓扑 
空间 ,6 是 连续 映射 , 则 称 此 作用 是 连续 的 ， 当 G 为 李 群 , 卫 ROT 
流 形 ,9 是 0™ 映射, 则 称 此 作用 是 O^ 作用 或 光滑 作用 . 

对 于 任意 固定 的 gEQ, 由 O) —0(g, OWELA 0, X 
>X. 显然 , 映射 gb E A. GA S'CX) CX. 的 对 称 群 ) 的 一 个 
同 态 ， 反 之 ， 任 何 这 样 一 个 同 态 决 定 了 一 个 作用 ( 置 6(g，2z) = 
90s(z) 好 可 )。 若 此 同 态 映射 是 单 射 ， 则 称 相 应 的 作用 是 有 效 的 
(effective), 同 态 geb, 是 单 射 的 充 要 条 件 是 ， 仅 当 gel, 8, 
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才 是 恒 等 映 射 ， 可 见 有 效 作用 是 这 桩 一 种 作用 , 在 此 作用 下 使 X 
的 每 个 点 保持 不 变 的 仅 有 的 元 案 基 单位 元 6。， 另 外 , 敬 卫 是 0 流 
形 ,G 是 李 群 , 旦 GG 在 了 上 的 作用 是 光滑 的 , 则 每 个 是 六 到 自 
AKEE. E TEI geb, G 可 同化 于 SC) 的 一 个 子 
Bí. XT RR GU XE OX 上 的 李 变质 群 . 

关于 李 群 在 流 形 上 的 作用 ,有 一 种 非常 重要 的 特殊 情形 , 即 所 
谓 可 迁 作用 (transitive action)， 若 对 于 每 一 点 对 p, 9€ X, 存在 
JEG St 6,0) =g, 则 称 此 作用 是 可 迁 的 或 传递 的 .又 , ECCE 
g 还 是 唯一 的 , 则 此 作用 称 为 简单 可 迁 的 (simpble transitive). 

定义 EFE GERE X 上 的 一 个 OF 的 可 迁 的 作用 , 则 称 
流 形 X 是 李 群 的 齐 性 空间 ， 

i GERE H E GWILZT45G/H 表示 左 陪 集 之 集 ， 由 
A(g, cH) — gH 定义 映射 入 GxG/H>G/ 囊 ， 则 显然 可 见 这 是 
一 个 9 在 GQ/ 五 上 的 ( 左 ) 作 用 ， 事 实 上 ， 

1? A(e, cH) ^ «H; 

2° A(gi, (ga, HY) —A(ga, gae H) = (gsgo)e.H 

—A(gigs, vH), 

刚才 是 从 纯 集 论 的 观点 求 说 的 ， 今 著 G RER, H 是 G 的 闭 
的 李子 群 , 则 可 以 证 明 G/H 上 可 赋予 唯一 的 ov UCET RE 
TERI A, GxG/H-G/H Æ O7 的 可 迁 作 用 , ATE GH ROG 
的 齐 性 空间 . 


0.6.2 G/H 上 不 变 密 度 存在 的 条 件 . 

设 G 是 n 维 李 群 , 五 是 G 的 (mn 一 m) 维 闭 的 李子 群 。， 此 时 齐 
性 空间 G/H 为 m 维 . 

H 及 其 诸 左 陪 集 IJH KRASE G Hanm) TRE, 
并 且 道 过 G 的 每 一 点 有 一 个 且 仅 有 一 个 这 样 的 子 流 形 ， 因 此， 它 
们 必定 是 某 完 全 可 积 Pfaff 方程 组 

94-0, >, m= (5.6.1) 

的 积分 流 形 、 其 中 诸 o nuc mls. 
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因为 H 以 及 诸 左 陪 集 oH 作为 一 个 总 体 在 @G 的 ( 左 > 作 用 下 
保持 不 变 , 从 而 诸 子 流 形 gH. 次 定 的 分 布 可 由 左 不 变形 式 生成 ,所 
以 诸 e; 可 取 作 左 不 变 的 工 形 式 ， 从 而 它们 是 Maurer-Oartan J£ 
式 的 ( 带 常 系数 的 ) 线 性 组 合 ， 因此 , 我 们 不 妨 假 定 (5.6.1) 式 中 的 
cz，con 恰 为 Maurer-CartanJÉ miii mr. 

今 考 虑 mn 形式 

d(G/H) =w Nt AO, (5.6.2) 
它 是 关于 GQ 不 变 的 m 形 式 ( 这 里 及 以 下 所 说 的 “关于 G 不 变 ”， 都 
是 指 “ 在 的 左 作 用 下 不 变 ”)， 若 不 计 一 个 常数 因子 , 它 是 关于 GG . 
不 变 的 唯一 的 m 形 式 ， 事 实 上 , 任何 另外 的 不 变 的 名 形式 可 写作 
f (go d(G/ H) , HIR ETE JH 

f (god (G/H) —f(g)a(G/H), 

因而 f(gog9) —f(g), VgoE G. 
由 于 G n xtHERPT G/H E, He f(g)-const., 至 此 ,我 们 尚 不 
能 肯定 d(G/ 卫 ) 一 定 是 GY/ 瑟 上 的 运动 密度 , 这 是 由 于 aH) 
一 定 是 G/ 五 上 的 微分 形式 , 即 当 9EG 在 同一 个 左 陪 集 上 变动 时 
d(G/H)Z(AWU BAAE fL. FERE XR Y d(G/H)XE G/H E 
运动 密度 的 条 件 . 

定理 G, 互 之 假定 同 前 ， mp d(G/H): G/H ERZ 
动 密度 的 充 要 条 件 是 


4(4(G/H)) —0. © (6.6.8) 
YE BH à G 的 点 的 局 部 坐标 为 (ea， t; Én, Ymtis Ue, y») ,使 
得 £1— C5, 8 gm 一 Cm( 诸 Os AD ERT UE gH, 而 my t5 
V.H gH EZ AS. 由 于 o, … wm 是 人 之 Maurer-Cartan 
JE XC ES Bj mA El ci 一 0， Ut om 一 0 等 价 于 0 一 0 US d£, 0, 
故 每 个 oll, e, m) dE dés, --, dé, 的 线性 组 合 、 从 而 
d(G/H)-—F(£, UU, £n, Ymy 755, Vn) dE 4 A AdEgs. 
(5.6.4) 
1E gH ERERKEN 6, I AUTE gH. ER ERRAR AA 
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G/D = È, Wh Nd Ne Nm. 


(5.6.5) 
另 一 方面 , 取 (5.6.4) 式 之 外 微分 ,有 


d (8/2)) =$ 2E dg, N dé, Nes NdÉS 
+ EL nA dn (5.6.6) 
上 式 右 方 第 一 个 和 式 显然 为 零 ,再 与 (5.6. 辐 式 比较 便 可 看 出 ， 治 
gH E 


d(d(G/H)) —8(d(G/H)). (5.6.7) 
当 点 在 同一 个 左 陪 集 中 变化 时 ,a(G/ 且 ) 保 持 不 变 等 价 于 aada 
H)) —0; 而 由 (5.6.7) 式 可 见 , 后 者 又 等 价 于 条 件 (5.6.3). 证 毕 . 


5.6.3 Weil 条件 

现在 来 推导 G/ 瑟 上 不 变 密 度 存 在 条 件 的 另 一 表述 形式 ， 即 
Weil 条 件 . 

仍 设 G 的 点 前 局 部 坐标 为 (5 n, Em, max, c, $0, TRA 
£y c0, £o 保持 为 常数 时 表示 子 流 形 gH. 设 工 = (6, …, 6) 
RAM. RIRE o, Ém emen s 60 TET 9H. LIU D, 
TELA (e1, …，em，en+5 c, OVEN H 的 代表 元 UY UH 的 任意 
元 素 gu 其 坐标 具有 形状 (er n. Cm, Vman cy Ve). 

如 前 段 所 述 ,ow; 可 表示 为 

OE, y, dé), | $—1, =, m, (5.6.8) 

至于 其 余 的 mn 一 mw 个 Maurer-Carian 形式 e, (s—m-r-1, =, n) E 
一 般 形 状 应 为 


Los 一 2x Os (£1, C55 Em n.i; I8 Yn) OE 


TX. CEILTE Ut £n, Vni, Ut, 9.) d. 
(B.6.9) 
i 5.6.9) SET ARI, EG Ems, n, En ren, 便 
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得 到 mn- 六 个 新 的 工 形式 Ds =m, ee, n). on 一 二 人) 
与 o. s-m-, =, n) ERER G h Maurer-Cartan 形式 . 
而 这 时 (56.6.9) 式 右 方 第 二 和 式 与 54, o, £s 无关 , MBA es Qr, 
dy). 显然 og (y, dy) Gs 二 Ww 十 1，…, MIN H 的 Mauror-Cartan 
形式 ， 又 , (5.6.9) 式 右 方 第 一 个 和 式 简 记 为 ex (6, y, d). 我 们 
将 o» 仍 记 为 cos, WE 
o, ox (£, y, dé) Fol (y, dy), | smi, =, m, 
(5.6.10) 
据 (5.6.8) 和 (5.6.10), 作 外 积 便 得 到 
dG (g) =a (G/H) (h) NAH (gn), (8.6.11) 
Roh AGETGHUEgH 的 代表 元 , gx E 卫 ,而 
dH (gu) Son A Nor 
EH pug. Hi aH) (加 ) 确 能 表示 G/H 上 一 密度 ， 
应 满足 这 样 的 要 求 ; 当 万 在 陪 集 9 互 上 流动 时 , 即 取 gH 的 另外 任 
意 元 素 作 为 gH 的 代表 元 时 , 4(G/ 五 ) (了 内 保持 不 变 . 换言之 ， 对 
于 一 切 g€ H, 4 hhgu 时 应 有 
d4(G/H) (hgn) -d(G/H) (h), Vgu CH, — (5.6.12) 
将 (5.5.68) 式 di (Gg) — A(go) 4,G. BOX Hl- P G0 HL 


d(Ggu) — A(gu)dG, (5.6.18) 

d(H gu) -5(g5)4H, (5.6.14 

在 (5.6.11) 式 中 作 代 换 9 一 9gm 注意 到 dG 和 LH. 的 左 不 变性 ,有 
dG (ga) -d(G/.H) (hga) NAH (gn). (6.6.15) 


将 (56.6.18) 和 (5.6.14) 二 式 代入 ,得 

A(gn)aG —d(G/ H) (hgn) A89(gi)4H, (5.6.16) 

比较 (5.6.11) 与 (5.6.16), 有 

H H) hga 

RD 5.6.10 
为 使 (5.6.12) 式 得 以 满足 ,应 有 Aga) 一 6Cgn)， 注意 到 密度 仅 考 

BEANE, 于 是 有 下 列 结论 ; 
定理 (Weil 条 件 ) 齐 性 空间 O/H 上 不 变 密 度 存 在 的 充 要 条 
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件 是 
[Alg |= |9(g |, vgn € H. (5.6.18) 
推论 二 REZE G/H LOCO EYEBI SESS OR FE 
idet ado(gi) | = |detaduCgiD |, Vgu € H. (5.6.19) 
证 明 由 (D.B. VD) 式 可 见 ， 条 件 (5.6.19) 等 价 于 条 件 
(5.6.18), 
dip? EGH 上 不 变 密度 存在 且 G 是 么 模 群 ， 则 妃 也 是 
证 明 GARRE, 则 detade(g) =1. 由 条 件 (6.6.19) 可 知 
H 亦 为 么 模 群 . 
推论 3 若 G 和 五 缘 为 么 模 群 , 则 G/ 瑟 上 存在 不 变 密度 ， 
证 明 DG, HOW PAGE Wp(.6.18) 25 Yr. 
推论 4 GRT MERY, WD G/H 上 存在 不 变 密 
E, 
证 明 HAIETARA ERARE AT 
仅 由 单位 元 “二 一 个 元 素 组 成 . MERR, CHERS I7 NLRA 
1， 则 亦 含 有 a" (mn 为 任何 自然 数 )， 由 于 当 moo kj, s"—eo 或 
wn->0。 而 这 两 种 情况 都 不 可 能 出 现 , 因为 中 应 含 于 一 不 包含 “0” 
HAR AKEP. 
现在 来 证 明 我 们 的 结论 ， 由 5.5.5 段 之 定理 2, 8] ge» ACg) 
是 G 到 正 实数 科 法 群 的 一 个 同 态 ， 因 万 为 紧 致 的 , 它 在 外 >4(9) 
BR gi5(g) Ir S: 2g 1E SEC E VERRE CT RE, 即 应 是 (3. ux 
Alga) =8 (Jn) —1. WEE, 


5.6.4 到 为 正规 子 群 的 情形 

BH JGUT, Hx-—gacH &—99g€G4 ggug ? 
cH, Wk H J G 的 正规 子 群 (normal subgroup) i n E F 7# 
(invariant subgroup), 

现在 假定 五 是 李 群 G 的 闭 的 正规 子 群 。 引入 左 陪 集 相 乘 的 
定义 ， 
“dd2 。 


. (H) (yH) (sy) H, 
狮 可 以 证 明 齐 性 空间 G/II 成 为 一 李 群 ， 称 为 @G 关 于 互 的 商 群 
(quotient group), fid dE G/H. 

定理 设 五 是 李 群 G 的 闭 正规 子 群 , 则 齐 性 空间 G/ 且 上 在 
在 关于 G 不 变 的 密度 , 它 就 等 于 商 群 G/ 互 的 左 不 变 密度 . 

证 明 dkd,(G/IH) ERAR G/H 的 左 不 变 密度 ， 若 &EG 
是 左 陪 集 gH 的 代表 元 , MA kga *—95 EH, B hgu—guh. 从 
而 

d, ((G/ H)gu) -dz(gn(G/H)) = di (G/H), 

其 中 后 一 等 式 利用 了 左 不 变性 . 上 式 表明 条 件 (5.6.12) 得 到 满足 ， 
AIE de (G/D ERES G/H 的 一 个 不 变 蜜 度 ， 证 毕 . 

由 本 定理 及 5.6.3 段 定 理 之 推论 2, 立即 有 

Hub 役 G 为 么 模 群 ,五 是 G 的 闭 正规 子 群 , 则 匡 一 定 是 么 
TU. 


5.6.05 陈省身 条 件 
本 段 我们 来 介绍 用 群 的 结构 常数 表达 的 不 变 密 度 存在 的 条 
d, 这 是 一 个 内 涵 深 刻 而 形式 简洁 的 重要 结论 . 
由 (5.6.10) 式 ， 
w= (£, y, dE) tos (y, dy),  s—m-l, =, n, 
HERDE G= m+, =, n 那 一 部 分 ) 为 


dox = 22 Coi Nox, 3—m m1, =, n, 
于 上 式 双 方 提取 不 涉及 诸 dé. 的 项 , 则 有 
dot = E OooF Aok, i, k, s=m+1, =, n, 


uA, Mi, k som, se, n B, XUPREGORAHEA A 结构 
常数 是 一 样 的 ， 另 一 方面 ,由 (5.6.8) 式 ,对 gu € H , A olgu) 70 
(5 一 1,…, m (REFRE 万 上, 诸 二 保持 为 常数 ); 由 (5.6.10) 
5X, olgu) cx (gu) (6 m--1, =, n). EE, h (5.5.49) 3, 
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Sin) e —e (1 Go, m) (注意 ga! dI P H). 所 以 , 利 
用 (5.5.68) 式 , 条件 


= 或 44.79 
A(gn) =6(gn) 或 Á 5 
恋 成 5 M OR, os = »: 5 Cs, 
s=m+I k=l ubi LES 
m > (Set. o, 
i FESSES! =1 


PERS {6@s} 的 线性 无 关 性 , 便 得 到 
定理 (陈省身 条 件 ) 齐 性 空间 G/H 上 存在 不 变 密度 的 充 要 
eR RS 
3101-0, s=m+1, =, n, (5.6.20) 


其 中 Cs 为 群 的 结构 常数 . 


5.6.6 稳定 子 群 

设 人 可 迁 地 作用 微分 流 形 M. XT EI nC M, 

Gs = {sE G| spo = po] 

AG 的 子 群 ， Go 称 为 po 处 的 合 痕 群 (isotropy group) B f X G 
在 po LUC ID Fæ (stable subgroup). f£ Go AT G. 

设 三 用 在 开 E. Bg 

Jd. G/G$—M, atp 

建立 了 齐 性 空间 G/G6 与 流 形 M RIBUS, SEE G/Go 的 代 
表 元 之 集 QC) 满足 以 下 两 点 要 求 ， 第 一 ,，{yGo1yE iu) 包含 
了 G/G 的 一 切 元 素 ; 58 —, A yat ya M iG e yo). XX FE, b R 
建立 了 wie M 间 的 连续 的 一 一 对 应 . 

SË G/G, 上 存在 关于 G 不 变 的 密度 。 由 此 可 诱导 出 以 的 
TEX 上 关于 日 不 变 的 测度 . 


mX) =|, PEGG), (5.6.21) 


L ÉESymCX 
其 中 $a) DN eR 


| J44. 


在 映射 小 之 下 ,对 于 X CM, 在 G/Go 中 一 一 从 而 在 (Y 中 有 对 应 
之 集 ， 几 即 为 此 集 之 特征 函数 ，(5.6.31) 式 中 的 密度 &(GV/Go) 亦 
称 为 M 中 的 点 密度 , 记 为 4P. 

LEG, Gy 演 为 么 模 群 ， 则 由 (5.5.54) 和 (5.6.11) 二 式 可 见 
GP=4(G/Go) 在 映射 gr>g 于 之 下 不 变 ， 因 此 (5.6.21) 式 可 写 为 


m(X)- m $(y SdP, (5.6.22) 
1 oC yX, 
其 中 $675-[7 E 


$5.7 应 用 举例 一 一 重新 认识 平面 积分 几何 


本 章 前 六 节 确 立 了 齐 性 空间 积分 几何 的 理论 基础 ， 余 下 的 问 
题 是 这 个 一 般 性 理论 的 具体 应 用 .本 书 最 后 两 章 将 运用 这 一 理论 
系统 地 讨论 E. 中 积分 几何 ”为 了 帮助 读者 更 好 地 理解 以 下 两 童 
的 内 容 ， 在 这 一 节 里 我 们 运用 齐 性 空间 积分 几何 一 般 理 论 的 观点 
重新 认识 Esc 中 积分 儿 何 . Ea 中 积分 几何 是 比较 简单 的 ; 唯 其 简 
单 , 我 们 更 易 从 中 洞察 问题 的 实质 ， 

在 第 三 章 中 已 经 讲 过 , E. n Bie zl mE C 同 构 于 矩阵 

cop -smo qd 
-| sing cos p | 
0 0 1 
为 元 素 的 和 矩阵 李 群 ， 群 流 形 为 (g, b, p 三 维 欧 氏 空间 关于 等 价 关 
ES 
(a, b, p--2kn) — (a, b, p), 为 任意 整数 
的 商 空 间 ， 由 形式 和 矩阵 
O 一 dy cos gda--sin p db 
Qr—u! Zt 0 pnl 
0 0 0 
得 到 一 组 Maurer-Oartan 形式 ， 
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€), —c08 p da-- sin p db, wa= —sin p da-- cos p db, «dp, 
(5.7.1) 
Hi dr — Qr AQ, 推 知 平 面 运 动 群 的 结构 方程 为 
dc — — ma Aos, QWa= — c Ao, deo = 0., (5.7.2) 
又 , 由 形式 矩阵 


0 —dp bdgp4da 
ate 0 en] 
0 0 0 - 
可 得 右 不 变 工 形式 构成 的 线性 空间 的 一 组 基 ; 
at=bdp+da, œ= — adp 十 00，c3 一 dp (5.7.8) 
由 (5.7.1) 和 (5.7.3) 二 式 , 有 
wa Awa c3 da Adb Adp - o ^o? Na, 
WP T8 E3s pm 9 为 么 模 群 ,其 运动 密度 为 
dK — da Adb Ndo. (5.7.4) 
直接 从 结构 方程 (6.7. 匀 出 发 , 亦 可 看 出 条 件 
2105-0, j=1, 2,8 


是 满足 的 . 
直线 的 密度 ” 仿 H 表示 AR 的 使 直线 
G(p, 8), vcos0ü--y sind —p—0 
保持 不 变 的 子 群 ， 刀 中 任 一 直线 G# 可 视 为 一 固定 直线 Go 经 某 个 
运动 VE 时 变换 的 结果 , 即 9 一 zwGo、 因 及 :是 致 9 不 变 之 子 群 ， 
HARE uH, 中 的 每 个 元 素 几 能 将 Ge 变 到 G， 并 且 凡 是 能 将 Gu 
变 到 GG 的 运动 必 属 于 此 左 陪 集 ， 这 样 , E. PIU HER S ZEE uH; 
相对 应 , 亦 即 与 NH 中 元 素 一 一 对 应 ， 从 而 求 直线 之 密度 等 价 
ToROR/H.ZURH., 
引入 坐标 变换 
p—a cos 0+b sin 8, t—a sin 6 — b cos 8, 6 一 9 十 可 . 
(5.7.5) 
RURKA 
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a=pcos Ü--tsin 8, b-psin 8 —tcosÓ, 9-6— $5. 


(5.1.6) 
因为 在 /H, 中 的 元 素 上 2 和 0 保持 为 常数 ， 改 相当 于 〈5.6. 人 1 
式 的 那个 完全 可 积 的 卫生 全 组 等 价 了 于 
dp--0, d8 —0, (5.7.7) 
Hi (5.7.5) 80 (5.7.1) xx, F 
dip — cos 0 da.-- sin 0 db = — sin p da -cos p db — c, 
d = dg = c», 
(5.7.8) 
于 是 (5.7.7) 式 成 为 
ws—=0, c3- 0, (5.7.9) 
AES HE dM H) — c ^a, 
由 (6.7.2) 式 ,显然 可 见 此 密度 满足 条 件 : 
d(d (Qt H3)) =0. 
可 见 (M/H) I N/E 的 运动 密度 , 亦 即 直线 G 的 运动 密度 , 简 
记 为 0G， 由 (6.7.8) 式 ， 


dG —dp Aag, (5.7.10) 
或 者 
dG — — sin p da Ad eos p db Ado, (5.7.11) 
寻求 直线 的 运动 密度 的 过 程 有 很 好 的 代 玫 性 、 HAKL AG 
索 的 密度 的 存在 性 可 作 类 似 讨论 , 


与 一 凸 域 相 遇 的 直线 ， 设 素 为 E. 中 西域 , 周 长 和 面积 分 别 
HLMF, 这 时 有 熟知 的 积分 公式 : 


dG—L, | cdG—zF, 
Gnd GnK-98 
这 两 个 公式 中 的 积分 域 为 (G.. GNK 0), BI — I 5; K 相交 的 直 
RAZR, 这 类 样式 的 问题 和 公式 在 积分 几何 中 最 具 典 型 性 ， 现 
在 我 们 来 分 析 一 下 , 从 齐 人 性 空间 积分 几何 一 般 理 论 的 角度 观察 , 所 
WG 与 有 相交 是 怎么 一 回 事 ， 原 来 ,在 平面 上 回放 一 直线 Bf 和 一 
* i47» 


HRK, AAEM 中 就 有 两 个 子 群 与 它们 相对 应 ， 一 个 是 使 @ 
不 变 的 子 群 Ha, 一 个 是 使 K RERE Hu. 这 样 就 形成 两 个 齐 
性 空间 ， G 在 平面 上 的 每 一 位 置 对 应 于 H 的 一 个 左 陪 集 , 而 五 
的 每 一 位 置 对 应 于 及 ,的 一 个 左 陪 集 ， ERG i K M E 
好 相应 于 这 样 的 情况 ， 此 时 GG 和 区 各 自 对 应 的 两 个 左 陪 集 至 少 
含有 一 公共 元 .在 一 般 性 的 讨论 中 ， KESKEN. XJ (inciden- 
ce). 关联 这 一 概念 曾 引 起 Wen 的 重视 ， 并 且 后 来 在 Helgason 
fü Tits 的 工作 中 找到 它 的 应 用 . 
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$6.1 EE 中 的 运动 群 


6.1.1 运动 群 及 其 结构 方程 
Hh 表示 由 %w 元 有 序 实数 组 构成 的 实 线性 空间 . 设 z= (n, 
Ea), Y= Hr i, YA Rn 中 二 点 , 按 下 式 引 入 m, y 间 的 距离 
a(s, y) = L(m —y)? ++ (Eayn) A, 
则 e 成 为 一 度量 空间 .这 个 空间 称 为 % 维 欧 氏 空间 , 并 记 为 E. 
点 的 坐标 有 时 表示 成 %nxl AIEE. D E 中 一 
个 运动 , 是 指 用 形 如 
&'—ax--b, aa! =I (6.1.1) 
的 第 阵 方程 所 表示 的 从 E, 到 其 自身 的 一 个 变换 ， 基 中 % 和 w 为 
E, 中 二 点 ,4 一 (gy) 和 5 一 (5) 分 别 为 nxn 和 nxXl 常数 矩阵 . 又 ， 
wz 表示 的 转 置 , 工 为 nxn 单位 阵 ， 条 件 a= I RA a KEX 
E. 由 运动 (6.1.1) 构 成 的 变换 群 称 为 E, 中 的 运动 群 ， 记 为 9T, 
AER deta= 十 1， 得 到 N 的 一 个 子 群 , 称 为 特殊 运动 群 . 运动 
PRAKT Q1) x (n+) ERE 
a b 
2M :) (6.1.2) 
为 元 素 的 矩阵 群 , 其 中 o dl (6.1.1) SP BAR E. 矩阵 的 乘法 及 
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求 逆 按 通常 的 分 抉 矩 阵 的 相应 算法 进行 , 


/d» ba\/a bi Q3 Gap 十 Da 
Oo | ~ 一 : 6.1.8 
9:9 lo Us Jj ( 0 1 J ( ) 


C D a b (Ca ObrDM . 
0 1/40 1 0 1 J 


得 C=c D= 一 wb, 即 


a [9^ -ab 
g (5 f J (6.1.4) 
23: ds 
ig -1 db 
vw 1 Toa ; | (6.1.5) 


和 矩阵 (6.+.5) 的 元 皆 为 左 不 变 1 有 形式 , 从 中 选 出 wln 十 1)/2 个 线性 
RERE R M 的 一 组 Maurer-Oartan 形式 . 


E 
Q4-a tda, Q,—a tdd, (6.1.67 


取 外 微分 , 得 
dQ,—d(a *) Nda—(—a * daa *) Nda- —O,AQ3, 
dQ;—d(a t) Adb —(—a * daa ?) Adb = —Q4/AQ», 
(6.1.7) 
运动 群 的 结构 方程 尽 含 于 抢 阵 方程 (6.1.7) 中 。 置 
a= (2), b= (b), O1— (05), Qa= (ex). (6.1.8) 
由 于 a 为 正 交 阵 , SO at= (au). 于 是 (6.14.6) 式 变 成 
ij 二 pr da, Oi 一 » Chi db, (6.1.9) 
而 结构 方程 成 为 
du 一 一 Fon Non, deo — Soa Acn. (6.1.10) 
为 了 赋予 om cx 以 几何 意义 ,可 以 引用 E. Cartan 的 活动 标 
WA, WE(pa ei, 7o, = (po 4) 为 正 交 标准 化 因 定 标 架 , 它 由 一 
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.定点 po 及 两 两 正 交 的 % 个 单位 向 量 构 成 ， 对 于 每 一 个 运动 9E 
M, 对 应 着 一 个 活动 标 架 (p; e) 一 g(po; e), 它 是 固定 标 架 经 9 变 
换 的 结果 ; 反之 , 每 一 正 交 标 准 化 标 架 (p; 外 对 应 著 一 个 满足 关系 
(py e) =g (po; e RO g. 
BURA (O, …, OEN mo, HWH e 是 坐标 向 量 ， 
e?— (1, 0, ---, 097, e= (0, 1, 0, =, 007, --., 
= (0, --., 0, 1)". 
EIA HEER” 
L= (elet) 和 e 一 (ea…en) 
(e EEA DEPRE, BI @ (78 i TUAE e? 的 元 ; e 之 意义 类 似 )， 
则 活动 标 架 与 固定 标 森 之 间 的 关系 可 以 写成 
p—po™ eb, e—e^a, (6.1.11) 
Mira 48 3 8 alpes REI 3 NT RE: 
d — e? db —ea ^ db — eQ;, 


6.1.12 
de =e da —ea +da = eQ, ( ) 


ZR BB 
=$ oies de= $ opts, $—1, =, n, (6.1.18) 


利用 关系 6,*6;— 9$, de'e; ter de; — 0, 得 到 

c —dp*e;, cj —de;6j, opt 0:70, (6.1.14) 
其 中 最 后 一 个 等 式 表明 Q= (ou) 是 反 称 的 ， 而 前 二 式 则 显示 出 
o, 和 Cj 之 几何 意义 . 


6.1.2 运动 群 及 其 子 群 的 不 变 体积 元 
平移 群 ” 变 换 . 
g 一 十 (6.1.15) 
称 为 ,中 的 平移 , 其 中 5= (0. 20, 007. 由 一 切 平移 构成 的 变 
换 群 称 汶 平移 群 ， 记 为 定 ， 守 CM exe cg QU T WE, 维 数 为 n. 
dbi, =, db, (或 个 线性 无 关 的 带 常 系数 的 线性 组 合 ) 是 平移 群 
的 一 组 Maurer-Cartan 形式 ， 因 人 完 为 可 换 子 群 , 其 有 不 变 体 积 元 
AT: 
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dX — db, Ae Adb,. (6.1.16) 
绕 一 点 旋转 的 旋转 群 设 v 为 正 交 阵 . 由 变换 

c'—ac (6.1.17) 

构成 的 变换 群 称 为 绕 原 点 加 旋转 的 旋转 群 , 记 为 Meo ERER 

于 正 交 群 O(n)， 从 条 件 ga” = 可知, Xp— Ul4, ho ani. CT 

是 Mo 的 群 流 形 是 有 界 闭 的 。 从 而 Mo 为 紧 致 群 。 根 据 5.5.5 

BEM 2 的 推论 2, AAR Uo 是 么 模 群 ,从 而 存在 不 变 体积 元 . 

因为 C(@;) 是 反 称 的 , 故 {ouli <j E Mo 的 一 组 Maurer-Cartan 
形式 .从 而 其 不 变 体 积 元 为 

dem A ou, $, jl, e, n. (6.1.18) 


由 (5.5.48) 式 可 知 dM (a) = dM o, (07) , RERET Myo 是 
道 不 变 的 . 

现在 我 们 来 计算 群 寻 ro 的 总 体积 .对 于 绕 原点 0 的 旋转 , 向 
E e 的 终端 在 0,_1( 球 心 在 不 点 0 的 (ww 一 1) 维 单位 球面 ) 上 变动 ， 
内 积 Uei* 6; = c 等 于 Una 上 在 e 的 终端 处 沿 €j Jim mico. B 
JG Una Æ ei 的 终端 处 之 (n 一 1) 维 体积 元 du, a 应 为 

Ci 1 一 OO3 信 asd 八 … 人 cm (6.1.19) 

同 理 ， 在 过 原点 而 垂直 于 @ 的 7? 维 平面 (如 ,中 的 * 维 线性 空间 叫 
v 维 平面 ;7 简称 “直线 ”, 7 一 n 一 1 为 超 平面 ) 中 ,以 原点 为 球 心 
的 (mw 一 2) 维 单位 球面 记 为 U0。,_z, IA Una 在 es 的 终端 处 的 (mn 一 2) 
维 体积 元 dus 应 为 


GU, 3 = O32 A Osa A AN Ona, (6.1.20) 
其 余 依 此 类 推 , 由 (6.1.18) 式 ,最 后 可 归纳 出 dX, 的 表达 式 . 
PM roy = dins Ad, 3 ^ Ada. (6.1.21) 


注意 , 依 上 述 程序 进行 讨论 , 即 先 考 虑 Una 在 es 的 终端 处 的 体积 
元 , 然后 考虑 Una 在 es 的 终端 处 的 体积 元 等 等 , 至 最 后 的 向 量 es 
时 ， 有 两 种 可 能 的 选择 ， 即 或 一， 它们 当中 的 任 一 个 均 可 与 
en ;er 一 起 组 成 E, 中 的 活动 标 架 .因此 之 故 ; 取 (6.1.21) 式 
之 积分 , 得 群 Mio 的 总 体积 为 
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m (M0) —20, 4*0, (6.1.22) 
其 中 O 表示 i ERARE i EER, 
注 我 们 始终 只 考虑 非 负 密 度 . 因此 ， 利 用 o=o, 
dMioy 亦 可 表示 为 
ao= N ou (6.1.28) 


同时 , 根据 同样 的 理由 , 在 表示 密度 的 外 积 表达 式 中 诸 外 积 因子 的 
次 序 可 随意 排列 . 
iE2 芳 我 们 考虑 的 是 特殊 旋转 群 ,这 时 群 的 总 体积 应 为 
m (Sco) ap = Onat O. (6.1.24) 
运动 群 因为 No MT e RR, GE SURE DU 亦 然 , 其 不 
变 体 积 元 可 以 写作 
dD = dto, A dA, (6.1.25) 
设 和 运动 由 活动 标 架 (2 c) 所 确定 。 由 (6.1.16) 和 (6.1.21) 二 式 ， 
并 注意 到 E, XE p 点 之 体积 元 
dp — db, N Adb,, (6.1.26) 
则 有 
dM — dp ^ do 
—dp Adwu, 4 ^: Adua (6.1.27) 
绕 固定 的 g 维 平面 旋转 的 旋转 群 ” 设 L 为 En 中 国定 的 g 维 
PH. ,中 致 Ly 之 所 有 点 保持 不 变 的 那些 运动 形成 喷 的 一 子 
群 ， 称 为 绕 固 定 9 维 平面 旋转 的 旋转 群 , 记 为 Die. We Ln HE 
AE Ln HET m, WEE Uu 同 构 于 欧 氏 空间 Laa 中 绕 点 
0; — Le N L, JETE HI DEHE TE Mio” (Oa 一 般 不 重合 于 原 豆 中原 
点 O, 但 可 取 作 欧 氏 空间 Lo 的 原点 )， 于 是 中 ww 是 么 模 群 , 运用 
(6.1.22) 式 (以 w 一 g RE 四， 得 其 总 体积 


m (Mia) = 20,4 3:705. (6.1.28) 
若 限 于 考虑 特殊 旋转 群 , 则 有 
mu) Sg) 一 OO 2 - (6 1.29) 
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$6.2 En 中 线性 空间 的 密度 


6.2.1 r 维 平面 的 运动 密度 

现在 我 们 讨论 r 维 平面 关于 运动 群 对 不 变 的 密度 . 

存在 性 设 怒 为 妈 中 国定 的 7 维 平面 ， 允 中 保持 了 不 变 
的 运动 构成 一 群 五,, 它 是 的 闭 子 群 .。 设 gE 味 ， 则 产生 H, 的 
—^ QE WEgH, 对 每 个 这 样 的 陪 集 gH, Um 维 平面 人 ~ 
9L; 与 之 相对 应 ; 反之 , 对 于 每 个 7? 维 平 面 五 , 则 存在 一 陪 集 gH, 
与 之 相对 应 ， 其 中 g Aa g =L Zah. 这样 ， 了 中 的 了 维 平 
面 尊 与 齐 人 性 空间 MNH, 的 元 素 之 间 建 立 了 一 一 对 应 ， 于 是 寻求 了 
维 平 面 的 不 变 密度 等 价 于 寻求 齐 性 空间 M/H, Hy T 3E È 
意 ， 上 一 节 所 讲 的 绕 妈 旋转 的 旋转 群 Uus 与 刚才 所 定义 的 致 D? 
不 变 的 群 H, 是 不 同 的 ， 前 者 由 使 L 的 每 一 点 不 变 的 运动 组 成 ， 
而 后 者 仅 要 求 刃 作为 一 个 整体 保持 不 变 。 车 以 踊 中 表示 下 中 
的 运动 群 , 则 显然 可 见 

H, =R x MÀ, (6.2.1) 
因为 Me, MO WORABGE, KEAR H, 亦 然 。 从 而 齐 性 空间 
M/H, 存在 不 变 密度 , 此 不 变 窗 度 称 为 " 维 平 面 Le 的 不 变 密度 或 
运动 密度 , 记 为 dL. 

dL, 的 表达 式 ” 令 (Pp; e, 6) 轧 . 中 的 活动 标 架 , 并 假 
EL Ee, er 所 张 成 ， 由 于 要 求 保持 L DRE, E oM e, 
ey er 只 能 在 Lr 中 变化 ， 由 此 推 知 dp 和 del=i, ee, r)a 
表示 为 et …, er 的 线性 组 合 。 于 是 有 

dp'ea™=0, a=r+i1, =, n, 


. (6.2.2) 
de;657-0, B=r+1, =, nim, e m, 
Rp 
c4 770, wis=0, (6.2.3) 
a, B—r--1l, «^, mó—l, =, m, (6.2.4) 


Miri 48:39] / Ho, 的 不 变 密度 ( 亦 即 7 维 平面 的 运动 密度 ) 的 表达 式 ， 
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dL,—d(/H,) = Aog NOa, (6.2.5) 
40 Q 


Hop FERI ZEAR t (6.2.4) SUR, 
MM, IF n2 f n 1, 由 (6.2.5) 式 立即 可 得 Ea 中 直线 的 

运动 密度 

Q1a 一 cota 人 os 一 (getes) ^ (dp*es). 
E p HERH Ca, b), ey— (cos p, sing), es 一 (一 sing, cosp), Bil 
有 ws 一 dp， ws 一 一 Sin pda 十 cosga5.， FÈ, 

dL,-— —sing dg Mdat+cosgap Adb, 
此 式 与 (5.7.11) 式 一 致 (符号 可 不 计 ). 


6.2.2 包含 固定 & 维 平面 的 ?7 维 平面 的 运动 密度 
设 卫 是 石 ,中 国定 的 g 维 平面 . 若 7>>g, 我 们 希望 求 出 包含 
Lor EPH L PRERE REL 为 包含 L 的 任 一 7? 维 平 
IH, 并 设 Do Bis p fles, «o, eq 所 决定 , 而 Do Tl equa, …, er 合 起 
来 决定 到， 如 前 ,使 及 保持 不 变 的 运动 构成 的 群 记 为 HH. WE 
持 不 变 同 时 还 保持 ?不 变 的 运动 构成 的 群 记 为 耳 /w， 显然 
五 riw 是 H WATR. MREZE Hu Hra 存在 不 变 密 度 ,那么 
它 便 是 我 们 所 求 的 包含 固定 g 维 平面 的 7 维 平面 的 运动 密度 .由 
于 er y, er 在 Lr 中 变化 ,不 难看 出 ， 齐 人 性 空间 Ha H re 由 以 下 
了 fa 他 组 所 确定 : 
04,770, $—q--1, 1 hr, e,n, (6.2.6) 
考虑 密度 
Qto 一 人 cwi $—g41,--, T; h—r1, «e, n, (6.2.7) 
利用 结构 方程 及 关系 
(ym, $—1, 0, qg; h-g-i,7, n 
立即 可 以 验证 d (dL) 一 0 成立， 故 (06.2.7) 式 是 包含 固定 g 维 
平面 的 ” 维 平面 的 运动 密度 的 表达 式 ， 
当 &=0 时 用 退化 为 一 定点 ， 这 是 一 个 重要 的 特 款 ， 由 
(6.2.7) 式 , 我 们 得 到 包含 定点 的 ”7 维 平 面 的 不 变 密度 ， 
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dLro = Acn, $—1, e, r; h=r+i, te, 8, (6.2.85 


jx T d Lro 也 就 是 Grassmann 流 形 GG... 的 不 变 体 R 元 . 根据 
(6.2.8) 式 及 关系 on 二 ov 一 0, 易 知 
dL, dL, soy. (6.2.9) 


6.2.8 Grassmann 流 形 的 体积 
利用 (6.2.8) 式 可 以 导出 Grassmann 流 形 的 体积 公式 . 
定理 1 ,中 过 定点 的 未 定向 7 维 平面 的 总 测度 ( 即 
Grassmann 流 形 G,。r 的 体积 ) 为 
mra) =M Gn) dum T trs 
Grn- i i'0 
(6.2.10) 
FLIETITETEETTIES | 
证 明 $ 五 -ato 是 过 活动 标 架 (py e) 之 原点 风 且 垂直 于 es 
的 (n 一 1) 维 平面 ， 并 设 Leos E p Fees, co, er PIRR, Leo; 
L, ato 是 由 Ca, "7, Ér 决定 的 Gr 一 1) 维 平面 ， Bl LL, aces. 作为 (n— 
1) 维 空间 Lu ac; 中 的 sacos, 其 密度 可 据 (6.2.8) 式 推出 ， 
dL = Nan, $—2, -«, v; h=r+1, =, n, (6.2.11) 


由 (6.2.8) 和 (6.2.11) 二 式 , 并 利用 Una f ex 终端 处 体积 元 的 表 
ARX LG. 1.19) 5X) 


du, 43— 05 ^O31 ^*** ^o, 
我 们 有 


d.Lyo; ^ 0021 ^ O33 ^77 人 co -dL?up 115] A dus i. (6.2. 12) 
以 du, a 表示 Lro 中 (7 一 1) 维 单位 球面 的 体积 元 ， 则 上 式 成 为 


dLro ^du, a = AL? Mon, (6.2.18) 
以 d. Lii 取代 QLro、 同时 以 du_s 取代 du, s, 应 用 此 式 则 有 
ALn Modur_a— dL A du, a. (6.2.14) 


4 (6.2.18) 3C Bi 538 dura 并 利用 (6.2.1414) 式 ,有 (不 计 符号 ) 
dLro ^ du, 3 Adura — d LP 34 ^ du, ^ du, a 
=d LE do A duna Ndu, a, 
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两 边 再 外 乘 du, s 等 等 , 将 此 过 程 继续 下 去 可 归纳 出 ， 
d Lio A du, 1 Aj Adu, a 一 d Lid A^du, a A: A di, a. 
(6.2.15) 
当 g 一 7 一 1 时, 因 GZ 一 Go QC 
Qo A du, a A Adta du, 4 ^S Aden. (6.2.16) 
取 上 式 之 积分 ,~ 并 注意 当 我 们 考虑 未 定向 前 Lro 时 每 个 du, BUS 
分 结果 均 应 除 以 Oo, 这 样 便 得 到 (6.2.10) 式 ， 证 毕 . 
另 一 证 法 ”刚才 前 证明， 关键 在 于 导出 (6.2.16) 式 . 我 们 可 
以 更 直接 地 导出 此 式 . 由 (6.2.8) 式 ,有 
QZrro 一 (CN A^: A^ 0) 人 (OPEET UU Nona) Ate 
A orgnr- Nt Nr) A Orr No INO), 
上 式 两 边 同 时 外 乘 
(wnr A Awa) A loa AA AA ora) Nt A Cra), 
则 立即 导致 (6.2.16) 式 ， 第 一 个 证 法 实质 上 与 此 相同 ,只 是 细致 
地 解释 了 运算 的 几何 意义 ， 而 理解 这 些 几何 意义 的 细节 对 于 熟练 
掌握 活动 标 架 法 是 有 益 的 . 
Lro 的 总 测度 公式 可 由 (6.2.10) 式 导出 ， 
定理 2 E, 中 包含 国定 的 g 维 平 面 的 未 定向 * 维 平面 的 总 测 
度 为 
CO oO a- 6 Or 
O, 2 30 4-270100 7 
(6.2.17) 
证 明 令 Leao 是 垂直 于 L Bg n — q) ZEE 8i, 并 以 Os 表示 
点 La-a N 至， 每 一 个 Ley 可 由 交集 Lro (1 Laco; 所 决定 , 而 此 
交集 是 过 O. 的 Og) HEX p. Bb, E.n Leg 的 总 测度 等 于 
L, aco; 中 的 o uro; 的 总 测度 ， 后 者 可 利用 (6.2.10) 式 (以 2 一 4 代 
fi n. Urg RE r)R iB, KREEG. TITOR, 


m He Hrn) = | Total dlra = 


6.2.4 E, 中 个 维 平面 的 密度 之 另 一 形式 
B Lono RIERO EEEF L il (nr) EY p- Dn 
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Lonn. JEN Up 记 为 p， 选 取 满 足下 述 条 件 的 正 交 标准 化 标 架 
(p e)ien c, er JKR Dn en 与 Op 方向 一 致 (此 项 要 求 是 合理 
的 , 由 于 Op 含 于 垂直 于 五 的 五 -ro 之 中 )。1 形式 oria — dp tren 
是 了 rro 在 点 p 沿 方向 Erin 的 弧 元 、 于 是 Ls eto 在 p 点 的 体积 
元 do, , 为 


do, P Ory A Orga Nt AQOs, (6.2.18) 
由 (6.2.5) (6.2.8). (6.2.9) 及 上 式 ,有 
dL, do, , NL, ro (6.2.19) 


HI r—i. Lao 是 过 定点 0 而 垂直 于 L 的 超 平 面 . 2 一 

了 站 Di， 这 时 AL. xe4Lge, SET Uni Æ FÍF F Da ÉY e 
终端 处 的 体积 元 du a. do, 是 五 -ao 在 2 点 处 体积 元 ， 于 是 

dL, — do, 3 Adni. (6.2.20) 

例 2 r—n—i. p 是 定点 0 S] pL, afl Lao; 的 距离 ， 此 时 

也 就 是 定点 O 到 超 平 面 Laa 的 距离 ， 故 doi-—do. dLuo 为 垂直 

于 了 的 oo 终 端 处 的 体积 元 .于 是 
dL, 1= dp ^du, 4. (6.2.21) 


6.2.06 线性 空间 偶 (L,_1,，L;_1) 的 运动 密度 

设 Lai M Lia E E pIE. ENE (n—2) 维 平 
H, 记 为 La-a. du, da DIE Ln- Daa 的 法 向 量 在 Lra WIERE 
平面 上 的 角度 . 我 们 希望 用 diua, doi 及 dgs EMRAH S REI 
(La, Lia) 的 密度 dna Adna 为 此 我 们 设计 满足 某 些 条 件 
之 正 交 标准 化 标 架 . 

标 架 工 (pen c, €n), 

标识 II (Pse t, Cna, C4_1, €2); 

WRI, (pen …, ena 8, b). 
满足 条 件 ; 

1? Lro H pfll e, ,ea 所 决定 

2? e, 1 包含 于 ,1 中 ,es 是 工 ,-1 的 单位 法 向 量 ; 

3° ex1 包含 于 La "n, en 是 Jo 的 单位 法 出 量 ; 
.158> 


4° 四 是 瑟 。 的 正 交 平面 上 的 单位 党 向量 (o b RUE Dua 
有 关 , 而 与 Loa Dua 绕 Dna 的 转动 无 关 ). 

出 (6.2.5) 和 (6.2.4) 及 (6.1.14 诸 式 , 有 

dL, 4— /^ (deis €) N (dp en), $-—1, tU n-i; 

dL, s— /N (dee) A (dez 3*6) NCdpsez), $—1, +e, n—2; 

dL, -as 一 人 (aero) 人 (ae b) ^ (dp*a) ^ (dp* b), 

4-1, e, n—2. (6.2.22) 
zi $i, $a 依次 是 Cn; en 与 b 的 夹 角 ， 则 有 
6,177008 $49 — sin $45, e= sin gw 十 cos gab, 


€,.1—008 sa —sin jab, e= sin dsa t cos ab, 


于 是 
(de; 8n) ^ (de,*e;) 


= [(de;* a) sin hı + (de;* b) cos $4] 

' Al[(de;a)sin pat Cde: b) cos ds] 

—sin(ó.— pa) (dera) ^ (de), 
de, 1*€,7- —dQ4-- da- b, 
de; 4*6, —dóa-- da. b, 

(dp-e,) ^ (dp- e1) =sin (p1 — pa) (dpa) ^ (dp- D), 
BHi(6.2.22) X LE] E365 2, EA 
ds Adlai 


一 ^ (dei*e,) ^ (derek) ^ (de; 1*6.) ^ eni en) 
^ (dp*e,) ^ Cdp*ex) 
=sin" (da — pa) A (dea) A Gli b) A (dp-a) ^ Glp*D) 


A (— d$, --da« b) A ( —ds-- da* b) 
一 Sin' (d1 — $2)dL, a 
A [ds Adha+ (debi + dg) ^ (da-b)]. 
HFa, bd L, BIER RI EDEAE EE EE, W dLa ^ (da-) —-0, 
从 而 
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dL, ,^dL) ,—sin*?($;— padha Adds AdL, s, 
(6.2.28) 


此 式 还 可 推广 到 线性 空间 偶 (Lr,， 荆 ) 的 情形 , Us. 


6.2.6 线性 空间 偶 (L 上 ,D3) 的 运动 密度 
设 L.7y E.t or HEEL, LE Ak 维 线性 空间 五 中 的 -1 
维 平面 十 17)， 我 们 来 求 线性 空间 偶 CDs LO) 的 不 变 密 度 ， 
Xe IS zio AR (pies, o, 6), 使 得 Pp 及 es, nn, ea IER LE M p 
Je, cs er 张 成 了 .根据 (6.2.5) 式 ,Pr 中 的 (十 1) 维 平面 的 密 
EE 
dL = Nja Nas j=1, =, i+1;a, 8-442, r, 
(6.2.24) 
作为 E, 中 的 人 十 1) 维 平 而 的 密度 直接 由 (6.2.5) 式 给 出 : 
dLui 7 voi Nn, m, h=it2, =, m jmd, =, dH 
(6.2.25) 
另 一 方面 , 由 (6.2.7) 式 可 得 包含 L 的 ” 维 平面 的 密度 : 
dLeissy7 Nora, h=r+1, =, n a=it2, r 
(6.2.26) 
利用 46.2.5) 及 刚才 导出 的 三 个 密度 式 , 我 们 有 
aL, AdLt— dIsg a Ada. (6.2.2) 
《6.2.27) 式 左 方 出 现 的 ” 维 平面 看 作 是 定向 的 ， 这 是 因为 对 于 每 
个 未 定向 的 L, 相应 于 两 个 绕 LOS 的 Leu. 
另外 , 车 考 虑 E, 中 过 定点 的 线性 空间 , WA 
d Li y ^ d Lro = d Lr ^ d Lizio. (6 .2， 28) 


6.29.7 点 组 的 密度 公式 

B p, Po …, pr 是 五 中 的 + 十 1 个 点 ，p 是 活动 标 架 (Pp; ea， 
…，6) 的 原点 ，Zr Epke, s, er 所 决定 。 显 然 , ME ppa 
JH e(6—1, e, 7) 的 线性 组 合 表 示 ， 
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t 
p: -p= 5 Aut. 
ji 
于 是 dp, — dp S dyre Mde $1, =, P, 
j=1 j=1 


从 而 dpi ea ~ Aprea =F) Neardes, =r t], t, m, 
j=1 


Bl dps e, wet 总 Aijcoaj， a —mT 4-1, "n R, 
-1 
作 外 积 , 得 到 
(dp-e4) ^ (dp; Ca) 一 Qa 人 (oat > Moa) 
4-1 i—1 j-1 
cod (phon) 
一 Qet( 和 Xi Oa ^ Waj, (6 .2, 29) 
j 


$, j=l, es P. 
车 以 表示 顶点 为 含 于 LPR p, pus …, Pr 的 单 形 之 体积 , 则 
riS —det(A). (6.2.80) 
对 (6.2.29) 式 ,分 别 令 a 一 "十 1，…, n, 并 将 得 到 的 (mn 一 个 
武子 作 外 积 便 有 
^ (dp-ea) A (dpi ea) = (r1S)7'dL,, 
$—1, =, r;a—r4- d, n, (6.2.81) 
号 一 方面, E, 在 p; 处 的 体积 元 ( 记 为 P(E) 8 
d. P,E,) 一 A (dp,* ex) , h-1, 8, m, 
五 在 站 处 的 体积 元 ( 记 为 dP DA) 28 
GPS) = A (dpto), j71, 7, T. 
TE, H N (dpen) A pie), h, $, j-1, UNT 
pp (6.2.91) RTH, 便 得 到 点 组 密度 的 Blaschke 公式 ， 
dP (En) AdPa (En) A^ Ad P, CE,) 


= (r18)"4P (Le) NAP.) A MAP, (Le) AdL,, 
(6.2.82) 
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点 偶 的 密 育 公 式 是 此 式 的 重要 特 丈 情形， 设 D，2o 是 吾 中 
直线 L. EIH h, t WETA a 上 的 华 标 ， 这 时 有 
APA(L) — dá, 4P3(14) = dis, S—ta— t. 
从 而 (6.2.32) 式 变 成 
aP En AdPRCE,) = |t£5—2;|" 1 dt Adta Ads, 
(6.2.28) 


$6.3 凸 集 与 均 质 积分 


6.9.1 凸 集 的 均 质 积分 

E, 中 凸 集 及 有 关 的 基本 概念 是 Ea 和 La 中 相应 概念 的 自然 
HS. KO ESp—fmSd o4, BEK 时 则 连接 A, BZAR 
线段 也 属于 K, WIK 3 E.P hR, 具有 非 空 内 部 之 凸 集 称 
为 是 体 ， 今 后 我 们 仅 限 子 讨论 有 界 闭 凸 体 ， 伍 体 及 之 边界 9K 
称 为 凸 曲面 .含有 巴 集 K 的 点 而 不 能 将 下 的 任何 两 点 分 离 的 超 
YH, 称 为 凸 集 KE CL s i Ti 6 天 ) 的 支持 超 平 面 (简称 支持 面 ). 

本 眉 介 绍 是 集 欧 均 质 积 分 概念 ， 这 是 一 个 十 分 深刻 的 概念 ， 
它 与 凸 集 的 许 允 重 要 性 质 有 密切 联系 . 

我 们 从 凸 集 的 投影 说 起 ， 在 Bs 中 ， 凸 集 在 识 线 上 的 授 影 是 
-AKE C 维 丙 集 ), 此 区 间 的 长 度 (1 维 体积 ) 是 同 集 的 宽度 ; 考 
嵌 各 个 方向 的 宽度 得 到 所 谓 宽度 函数 ， 而 宽度 函数 从 0 到 的 积 
分 是 凸 集 的 周 长 . 推广 到 高 维 情形 , 我 们 不 仅 可 以 考虑 西 集 在 直 
线 ( 即 五 ) 上 的 投影 ， 而 且 可 以 考虑 凸 集 在 维 数 从 工 到 人 一 食指 平 
HERRE. EK X E., Hmh, O WEA. Laro 表示 过 OO 点 
WE (nr) ETE. 过 下 的 每 点 作 垂直 于 Laro 的 7 维 平面 ， 
XX r 维 平面 与 Laros HIZ RR A Kar. Kh M i EK a 
L.o«o, 上 的 正 交 投影 。 天" AMERRE V (Kid. WM 
为 过 定点 的 所 有 一 站 维 平 面 La «oy 构成 Grassmann 流 形 
Gurr 所 以 我 们 很 自然 地 引入 如 下 的 积分 ; 
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LOO-Í FOR CT om [. VK, dL. 


a v Grin 


(6.3.1) 
JERI r—1, e, % 一 给 出 了 TJCK) 之 定义 ， 另 外 ,补充 规定 
IQ)-VCOR)GK 之 体积 ). (6.3.2) 


利用 Grassmann 流 形体 积 公式 (6.2.10), £9] BEREMBAV (Kar) 
的 积分 平均 值 


BR) 证 证 全- LK), 


(6.83.8) 
所 谓 均 质 积 分 是 借助 于 IEK) 来 定义 的 ， 在 正式 叙述 这 个 
定义 之 前 ,我 们 先 介 绍 T CK I — P RE TERR. 
238 1 下 述 密度 关系 式 成 立 ， 
GL, ary AG Ly Ad Lit 


=d Lro) Nd Df 30; AL 3t. (6.3.4) 
证 明 H (6.2.28) X; 
d LíUuoy MGLro = d Lrs A d Lipso (6.3.5) 
在 此 式 中 令 r>ln-1), (6-1) 9m, WE 
d Leo NdL; 3:0— GL, ae; ^O Diets. (6.83.6) 
1e (6.8.5) RH, E BL (n —1) 42 m, BL (e — EA G+), WE 
dL? NdLIo;? = dL, NdDfP uy. (6.3.7) 


于 (6.3.6) 式 两 边 同 时 外 乘 以 gfPao, 其 结果 右 方 与 (6.3 4) SUR 
方 相同 , 而 左 方 为 

CIPiro 和 人 QZ 和 PP 入 GD 300. 
F Leao 改作 未 定向 的 而 同时 将 Lo 改作 定向 的 则 上 式 之 值 
不 变 , 在 此 基础 上 再 运用 (6.3.7) 式 , WA 

dI aro Ad LU AdL; 3c; 
=d LPa Ad Loi? ^dL, at 
= dLE A dLE NdL,. a, 
与 (6.3.4) 式 左 方 相同 (再 次 提醒 一 下 ， 在 密度 表示 式 中 外 积 因 

子 的 次 序 是 无 关 紧 要 的 )， 证 毕 . 
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引 理 2 AK X E,r iH, Kao K de Laos EWEX 
投影 . EY (n — 1) SE SS TR] Lu aco; PH 722€ Ka, EE LOC cox 
上 投影 体积 的 积分 平均 值 记 为 Ia (Kl). WH 

L(K)-— - | Za Dd, — (83.8) 


O, 一 


2 n-l 


其 中 -g Una 表示 (n 一 二 维 单位 球面 的 一 半 , 即 Gau 


证 明 (6.3.4) 5X pi xus] e BAV (Kar), 8 
V CK; dL, x0; NA Ad Lf 3 
=V (K a-r) dLrtoi ^ QL co AT, 33. 
现在 我 们 来 考虑 上 式 双 方 的 积分 . 
先 看 左 方 的 积分 。 由 于 Kar 也 可 以 看 作 是 Ki Æ Lro 
上 的 投影 , 亦 即 区 ,1 在 L633_w_wroy 上 的 投影 .因此 有 


ho VR! dle - D. AK, a). 
dLa EB Laco, 之 总 测度 , 可 利用 (6.2.17) 式 算出 ， 
A— 1 
M d Lig 7$ O, ra. 


X, dL, i10; = du, i ((n UU 1) 维 单位 球面 Uni 之 体积 元 ) " 综 上 所 
述 ,可 见 左 方 积分 应 为 


1 ] 
py o us. rum qu) GU, 3, (6 .3 . 9) 


EE 


LL. VK.) d Lro =I, (K) . 
Ti GL so, dL, ap 的 积分 均 可 由 (6.3.17) 式 算出 ， 


1 
dL go, O.. 
f Total r-i] 2 e-i; 


1 
| dL, i MAY O, r.i, 


2 
从 而 右 方 积分 结果 为 
* 164 ， | 


= O, 1*0, a, (K) . (6 .3.10) 


由 (6.3.9) 和 (6.3.10), 便 得 到 (6.3.3) 式 .证 毕 . 
定义 E, TEMERE EDS S 分 W.CK)NWT. 
1? Xbr-—1, …， n—1, 


W (EK)— Goes py(ki,)), — (9.3.1) 
或 (由 (6.3.3) 式 ) 
W,CK)— 2 DU rO, T(R); — (8,8.12) 


Os VO, ra 
2? Xj r—0, 
WoCK) 一 To( 及 ) =V (K); (6.3.18) 
3? XJ r—n, 
W, CK) —0, s/n, (6.3.14) 


此 均 质 积分 (quermassintegrale) 概念 是 由 Minkowski 首先 
引进 的 , 在 凸 体 论 和 积分 几何 中 十 分 有 用 . 定义 的 2° 和 83° 两 款 
是 为 了 今后 统一 表述 公式 的 方便 而 作 的 人 为 的 规定 。 从 定义 的 第 
1? 款 看 , 矿 .( 下 ) 本 质 上 与 EQ 2) L,CE) — 8, 仅 相 差 一 
个 常数 因子 ， 

定理 (Kubota AR) w K Jg E, P AR, Kra K dE 
Luo; EWR., WIL (KT 4) Æ (n— 1) 维 空间 Du aco; 中 的 凸 集 
五 /的 均 质 积分 ， 则 有 


Wya 


证 明 由 WOOL 3.12; 有 


m nO, 1-2" «OQ, ,O, -r-1 
I,CK) (n— T)O,. 4" -0109 W,(K), 


7 ! = (n— 1500, 2) 27*Oc bet ! , 
. ILa40K,3) [(n— 1) Z (r= 1]O 0 0100 Wi a0K,au). 


将 它们 代入 (6.3.8) 式 便 得 到 (6.3.15) A. 又 ， 可 直接 验证 公式 
(6.3.15) 对 于 7 一 n 也 成 立 , 总 之 ,对 于 7 二 1，…,% 公式 (6.3.15) 
成 立 ， 
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1E (6.3.11) XP R r9 n—1, 18 K 之 平均 宽度 
EV (KR) = Qn/0,-3)W, i (K). (6.3.16) 


6.3.2 Cauchy 公式 
TEBEK 是 加, 中 凸 多 面体 区 域 ， 设 天 是 32K 之 一 个 面 
的 面积 , 此 面 在 Lu aco EAR RA. TÆ 
一 |eosb fi, 
其 中 0,2918 (作为 8K RUD 的 外 法 线 与 Tus usos 的 法 线 ua 
闻 的 夹 角 .一 切 这 样 的 投影 面积 之 和 是 面 六 (Kj) 的 2 售 , 即 


2V (K1) =$] eos |f, (6.3.17) 
Jobs OK 的 面 的 数目 . | 
于 (6.3.17) 式 两 边 同 乘 久 dus, a, 然后 计算 双方 在 豆 Usa 上 
的 积分 ， 由 于 


f [cos0, | du, 3— 0, 2/ (n—1), 
iv. 


即 于 De-: 在 其 边界 (大圆 ) EREE Ie 0983  (n— 4 
单位 球体 的 体积 ， 故 右 方 的 积分 为 
| È A 


TU e-i n 
HH F eK WEER CIARN). TES 
2 V (£3) du, a Den F. (6.8.18) 


再 利用 (6.3. 才 和 (6.3.12) 二 式 ,有 
nr A 


n-2 iU. 


EE ~ WE) —nWi(K), (6.3.19) 


这 就 是 关于 凸 多 面体 的 Cauchy 公式 。 由 于 任何 凸 体 可 用 凸 多 面 
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fk HEX EE, 故 (6.3.19) 式 对 任意 凸 体 亦 成 立 ， 公式 (6.3.19) 或 
(6.3.18) 是 2 维 情形 周 长 公式 的 自然 推广 ， 当 ”=38 时 ， 公 式 
(6.3.18) 呈 下 述 形式 : 


gii 
(1 
F= 二 | Fu dua. (6.3.20) 


从 而 有 FOl.FQ|p du-l.Fsam, 
RAZ, Fa 之 期 望 值 EQ) - P. F/A, 


6.3.3 平行 凸 集 Steiner 公式 

如 平面 凸 集 一 样 , 可 以 定义 任意 维 空间 中 凸 集 之 平行 凸 集 . 设 
区 为 轧 中 同 集 ， 以 中 每 一 点 为 球 心 、 以 常数 p 为 半径 作 闭 球 
体 ,这 些 球体 的 并 集 称 为 的 距离 为 p 的 平行 西 集 , 记 为 。. EK, 
的 边界 oK, 称 为 6K 的 距离 为 p 的 平行 曲面 . 

关于 平行 凸 集 之 体积 , 有 著名 的 Steiner AA, 

定理 (Steiner AR) BE A EQ phR, E, A K 的 上 距离 头 
e 的 平行 凸 集 , 则 有 


V (K,) -E m aow. (6.3.21) 


证 明 用 数学 归纳 法 证 之 ， 当 n=1 BP, H (6.3.13) 和 
(6.3.14) 二 式 , 有 
Wo(K)=Io(K) -V(K), 
Wi(K)-0, i/n-0,-2, 
于 是 (6.3.21) 式 成 为 
V (Kp) - V (K) 十 20. 
注意 到 在 % 一 1 的 场合 ,了 (及 ) 即 区 间 之 长 ,而 及 。 即 原 区 间 各 向 两 
边 延 伸 距 离 o 记 成 之 区 间 ， 这 表明 (6.3.21) 式 对 于 n= 成 立 . 
-假设 公式 (6.3.21) 对 于 (n 一 才 维 空间 中 西 集成 立 ， 玉 在 
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—1) 维 平 面 ; 上 的 投影 K 是 (mr 一 1) 维 凸 案 ， 因 此 对 JA 可 应 
用 (6.3.21) 式 , 即 
V(Kj- 5 (m (K^), (6.3.22) 


其 中 KLER K 的 在 Loa 中 距离 为 o 的 平行 是 集 ， 于 上 式 两 边 
FIR dina, FÆRA Una 上 积分 ， 由 (6.3.18) 式 , 左 方 积分 为 
| VED du, Det FCD. 
右 方 积分 可 利用 Kubota 公式 (6.3.15) 算 出 ,得 到 
n-i 


—1 -1 
A C . a Wi Ja a" . y Osa. WAaa(K), 
KA Un-1 t$ 7 


í-0 


从 而 有 


F(K,) = SRL Wu p. (6.3.28) 
另 一 方面 ,直接 由 平行 凸 集 的 定义 可 知 
V(K,)-VCK) - rae.) dy, (6.3.24) 


将 (6.3.28) 式 代入 (6.3.24) 式 ,有 


- E 
va -rao« Si (s a 


EERE, DEW CK) fet V (KO), WRG (1), 则 变 成 
V(K,)- 如 ; r.aoe. 


这 表明 公式 (6.3.21) 对 多 维 西 集 K 亦 成 立 . 证 毕 ， 

公式 (6.3.31) 给 出 了 用 诸 WERS V (KA WR) 的 
公式 。 作 为 此 公式 的 推论 , 不 难得 到 用 诺 W (K) k WE) 
一 0, 1, =, 中 的 公式 . 

推论 ”我们 有 


Wc) - M (5 ease) (6.3.25) 


证 明 K, WERA a 的 平行 凸 集 与 K BERA (ta) hE 
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行 凸 集 厦 一 致 的 , KA 
x W,CK,)oi— » (m. (K) (g--a)* 


' - AG mos? je 


比较 a 的 同 次 容 的 系数 (并 以 j 代 蔡 hi 48 638] (6.3 25) x, 


6.3.4 W, (Kn) FHE 

设 EE PAR, Krr Æ K Elnr) He vi Laro 上 的 
ERRE. REWE) ZEXL6.3 LDR), Kr- 的 体积 的 平 
均值 可 用 W, (KEER: 


ELO) uA WO). (6.3.26) 


与 6.3.1 段 中 表述 Kubota 定理 时 所 用 过 的 记号 一 致 ， 我 们 以 

WiK r-r) ER (n— v) HZ [B] La sco; 中 的 (r) 维 凸 集 Ka, 的 

HERH. 由 定义 式 (6.3.18), P(EK,,) WWE. ). TE 

(6.3.26) 式 给 出 了 WoCK;.) 的 平均 值 ， 本 有 眉目 的 在 于 寻求 

WO, ) AFE. 

将 46.3.1 巧 式 用 于 五 Ip 4105828 KH 
W, Ep) -S| VE Dae 

(6.3.27) 

由 (6.3.25) 式 ,上 式 左 方 为 


W,(E,)- SU, "Jw. ao s. (6.3.28) 


至 于 有 方 ， 注 意 到 E AA F (KL), 将 Steiner 公式 
(6.3.21) 应 用 于 (mn 一 7) 维 凸 集 (K,_,),, 则 有 
VUE) -2V(K 327 3 (5m (El p. 
(6.3.29) 
将 (6.3.28) 和 (6.3.29) 二 式 代 入 (6.3.27) 式 ， 得 到 
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bi (7) W.,;CK) e 
j-0 2 
_ (-7)0. 706 SÀ &— Y j tigi À . 
nO, OW rt A j | P LL. W; (Kar) dLo;. 
比较 上 式 同 次 宪 的 系数 ,有 
WCG )dLso— ATO Wk). 


Gr ny (n—r)0, 1 
(6.3.80) 
上 式 对 于 0<j<%n 一 "<n 一 1 成立， 至 此 ， 我 们 的 有 的 已 经 达到 
《上 式 除 以 mrm(G,,_y) 即 得 Wi (Eno ZRA). 
当 7 一 0，(6.3.30) 即 人 6.3.26) 式 . 
34 j=1, 06.3.80) 式 将 变 成 下 述 形状 ; 


nO, 3:0, 
| NE F(K,.,) dLao— E WrriCK), 


(6.3.81) 
HP FKD E Ka 的 表面 积 (2 到。 的 (xn 一 ?一 1) 维 体积 ). 
事实 上 ,将 (6.3.19) 式 应 用 于 (% 一 7) 维 是 集 EL, 则 有 
WiCQR, )-PF(K, /Q-7). (6.3.82) 
此 式 代 入 46.3.30) 式 立即 得 (6.3.31) 式 . | 


$6.4 平均 曲率 积分 


6.4.1 五 。 中 超 曲 面 的 平均 曲率 积 
E; H C? 类 曲面 在 每 点 有 两 个 主 方向 和 相应 的 两 个 主 曲率 
xi xa. HH xa 和 xa 可 定义 曲面 在 该 点 的 Gauss 曲率 无 和 平均 曲 
K = xira, H=} (utaa). 


值得 注意 的 是 tua naa WERE a, xa BIERRA. OM 
于 中超 曲 面 有 如 下 的 定义 

定义 Xx 2X BB O? 2648 Bg pj, 93, Hay te; 95-3 是 五 的 
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n-i TERR (函数 )，2 的 第 5 个 平均 曲率 积分 ( 记 为 MD) 
定义 为 


n—1i 


m -| BIS Hiss Ut, X, ydo, (6.4.1) 


r={, =, nei, 
其 中 do 表示 了 的 面积 元 ，{xs, ta c0, 0) 为 主 曲率 的 第 ” 阶 初 
等 对 称 函数 .另外 , 补充 规定 
Mo(3) - FI ZBIBUB) (6.4.2) 
与 如 中 的 xa 25 DU, IEP oos a PR A ABL TRE 22 ifj Ganss- 
Kronecker 曲率 , 它 与 曲面 的 球面 象 的 面积 元 du, c, 的 联系 是 
2377726, 300 = du, 3, (6.4.8) 
其 中 do 为 曲面 的 面积 元 . 
Ro-l/x(ü—1,--, n—1) 称 为 翌 的 主 曲率 半径 . 从 而 平均 
曲率 积分 可 用 主 曲 率 半 径 定义 如 下 .; 


—41\-i | 
M.(2) -( ) | (Bi, oo Be dus a, (6.4.4) 


其 中 {Ra e, Ri al 为 Bay oos, Run WN- -r 阶 初等 对 称 

著 卫 是 0? 类 紧 致 定向 超 曲 画 , M M) 等 二 之 球面 象 
的 总 体积 , 即 性 ,1(2) 一 0,_1'9， 上 其 中 4 是 球面 象 的 映射 度 。 X, 
X 的 Euler-Poincaró jR YE% £(2) 5; d By X6 X& 9g x (3) -d 
(—1)""d, Wi, 当 (w 一 1) 为 需 数 时 ,有 


Mral(Z)= i Ona) (n-1)9HN). — (6.4.5) 


ELE E PERR DHAWA OD. HTE R A Euer- 
Poincaré 示 性 数 等 于 其 边界 的 球面 象 的 映射 度 ， 即 x(D)=a, d 
为 0D 的 球面 象 的 映射 度 ， 因 此 ,由 Maa 0D) = Onart, 8 


T 


Mna (9D) —Ü,.. aX (D); (6 .4.6) 
Bi x (8D) =d+ (—1)7d, 则 有 
x (9D) = (1— (—1)"]x CD). (6.4.7) 
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ARE, A D 为 拓扑 隶 ( 例 如 也 为 凸 体 便 属 于 这 种 情 灌 )， 
x(D) 21, 于 是 (6.4.6) (6.4.1) 一 式 俐 成 为 

M, (8D) -O, 5, (6.4.8) 

x(8D) 21—(—1Y*, (6.4.9) 


6.4.2 平均 曲率 积分 与 汐 质 积分 之 间 的 联系 

本 段 将 导出 凸 集 K 的 均 质 积分 与 五 的 边界 OE 的 平均 曲率 
积分 之 间 的 关系 . 

首先 仍 设 凸 集 K 的 边界 9K cto. eK 的 主 曲率 
半径 记 为 有 (6 一 1,…, mn 一 1). 设 下, 是 下 的 距离 为 p 的 平行 凸 
R.E, 的 边界 OK, 的 主 曲率 半径 显然 为 Rb o(6—1, «e, % 一 1). 
由 (6.4.2) 式 ,有 

do, — (Rit p) (B, 32- p)du, 5, (6.4.10) 

其 中 do, 为 9 及。 的 面积 元 ， 因 此 K, 的 表面 积 为 


F(K,) =| de-[ Quee Qaeda 

-S Qus Rude ds 
-5 " "wu (2K)p", (6.4.11) 

r=0 y 
JUS — A SERH T (6.4.4) 9k. 
另 一 方面 ,及 ,的 体积 为 
VG) ~V(E)+| P(E dp. 

将 (6.4.11) 式 代入 上 式 , 得 到 


n-i Qni fn—l 
VQ -rao« S574 y LI (6.4.12) 
用 此 式 与 Steiner 公式 (6.3.21) 相 比较 , 便 有 

M,(QK) =nW, (RE), r—0, 1, =, n—1, | (6.4.18) 
(6.4.18) 324 r=0 ES JR S 9 3 ER k EE (6.3.19) (6.4.5 5X. 公 
XX (6.4.18) 建立 了 OK 的 平均 曲率 积分 与 .KK 的 均 质 积分 之 间 的 
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阮 系 .这 是 一 个 很 重要 的 公式 . 

我 们 是 在 BR EO? 的 前 提 下 导出 这 一 结论 的 ， 按 照 我 们 前 曾 
给 出 的 M, 的 定义 , DAREK EO, E, WEK) PEA 
集 K 都 有 定义 , 因此 我 们 可 借助 于 (6.4.13) 式 ,对 任 六 凸 集 K 给 
出 MK) EX (r—0, 1, -,n—1). MOKC€O?mB, WER 
与 前 述 定义 一 致 . 

反 过 来 , (6.4.18) 式 可 用 来 计算 Wu CK). 4 9K 没有 足够 
的 光滑 性 时 , 可 首先 计算 M, (Sa), 其 中 Sa 为 C? 类 超 曲 面 族 且 当 
a—>0 if Sa gu ôK, fpi W,aCK); 


W, (K)=4 L lim M, Ea). (6.4.14) 
另外 ， HUS (5.4.18) 8 (8.3.25), 易 知 2K。 和 26K 的 平 
均 曲 率 积分 之 间 有 下 列 关系 ; 
nex) EU " taie, 6-6, 1, n7. 
=0 J 
(6.4.15) 


0.43 一 些 具体 结果 
以 下 是 一 些 具 体 的 计算 结果 . 
(1) 半径 为 吾 的 球体 
W, (ER) = (0, 4/m)R"*, r=0, 1, =s, n, (6.4.16) 
证 明 由 (6.4. 人 多 式 , 有 


M, (êK) = (- j 


E 

Zu 

H (6.4.19) XX, 得 到 
W.C(K) -CF o p—2, 


i (6.3.13) 8 (6.3.19) cote EUR e sega. 
Q) Br a (6m, e, m) n ROT M 


fon 
J. 


iu, UU, E, dta 
n 
y — 


—1 
je du, 3 Onah, 


» AT3 。 


1 fan, t, Os 2) (RAID 


W, EEJ - ots 


其 中 {a co EIR all, e, 0) E ar) 阶 初 等 对 称 
函数 . 
特 款 ”对 于 边 长 为 a 的 n HE EE, 有 


WOLAR) (0,i/v)a"*. (6.4.18) 
(8) KEJ s 的 线段 
Xpn22,4 
W,-0($-—0, 1, =, n-2), Wa "o 2D 8, W,= Ce . 
(6.4.19) 
对 w=1, 有 
Wo=s, Wi=2, . (6.4.20) 
(和 nik 


首先 介绍 一 个 较 一 般 性 的 结果 . 设 A, BL, 是 分 别 被 包含 于 
相互 正 交 的 二 平面 Lp, Lo, 之 中 的 凸 集 ， 点 集 
(z4-y|2 € Aj, y € B.) | 
必 是 凸 集 , 记 为 4X B, us, CN Ap 与 Bag 的 Minkowski 和 集 , 可 
以 证 明 
WA, x B, ,) 
Oca Si, v(6—v) s 
dA O,. 10, ,.1 v 


| S. wr (45) We," (Bas) 


%— 


l ' ) (re aowe 
+(? ) P(A WEP (B, 9]. (0.4.91). 


JUI? CADAR La i Pei 如 的 第 > 个 均 质 积分 WES? (B) 
可 作 类 似 理解 
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柱 体 可 视 为 Minkowski 和 和 集 的 特 款 ， 取 wp 一 4， 从 而 4 作为 
B 中 之 凸 集 必然 是 一 线段 ， 设 其 长 度 为 h， 又 , 设 Bri 是 半径 为 
«的 (mn 一 1) 维 球体 ， 此 时 4sxB,_z 恰好 是 一 柱 体 ， 由 (0.4.21) 
式 , 当 $72 时 ,有 


W.B) -一 Cs [ED Oa qe (nl prion 


n(n—1) - [om 
(6.4.22) 
23-0510 5—1 时 ,有 
20a. n-i = Ona 一 n-1 — ma 
Wo n—1 h, Wi n(n—1) (2a 4 (n Da R). 
(6.4.23) 


(B) 旋转 椭 球 体 
设 KK APERET aF Ae KIERR, a 为 赤道 半径 ， R 
们 有 
WK) = (O01/m No FU(n4-1)/2, r/2, n/23;1 - X], 
(6.4.24) 
Rp Fe JL P R. 
以 上 儿 个 结果 引 自 Hadwiger Bj -B «Vorlesungen über 
Inhalt, Oberfläche und Isoperimetrie» (Springer, Berlin,1957) . 
(6) 互 ,中 出 体 的 平均 曲率 积分 
n 一 8 的 情形 较 简 单 ， 也 较 常 用 到 . 设 K A E Phi, 其 平 
均 曲 率 积分 为 Mo, Mı 及 M. Hp OMO-F(HPOK 的 面积 ); Ma 
一 4r. .而 Mi 一 用 ， 即 通常 微分 几何 中 所 指 的 平均 曲率 积分 ， 信 
得 特别 予以 关注 的 就 是 这 个 M., X F n=8 M r=1 h É, E 
(6.4.18) 和 (6.3.31) 二 式 , 有 l 
m=i f Ladus, 0 (6.4.25) 


其 中 IL, 表示 KERET ws 的 平面 上 的 投影 之 周 长 。 阁 利用 
(6.4.19) 和 (6.3.16) 二 式 , 则 有 


m=] Adua, (6.4.26) 
Fjo, 


其 中 4 表示 K Wu DAUA, MEAT ua ty K 之 二 平行 支 
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持 面 间 的 距离 ,由 人 6.4.25) 和 (6.4.26) 二 式 立 寻 得 到 Lu, A RIF 
均值 与 凡 的 关系 : 
B(L) = M/2, E(4) = M /22. (6.4.27) 
下 面 列 出 Es 中 的 几 个 具体 结果 . 
1? mm 
KEK A phg, REX a, WERKA eG 
1, CT m). 则 有 | 
M(ƏK) - >à (xz 一 oa (6.4.28) 
证 明 EE, K 的 距离 为 p CET, RR 
1 1 1 
M(GK, -X zhe (s +0) de ej de 


i 1 
= —— 一 十 一 4 
2 2p pz CALA p mp? 


-3 Eam- a) ai + Amp, 


其 中 Ci 表示 底 半 径 为 p、 高 为 4; 的 圆柱 面 的 中 心 角 等 于 (m— e) 
的 那 一 部 分 , 而 O, 表示 半径 为 p 的 球面 ， 令 o0 取 上 式 之 极限 
便 得 到 (6.4.28) 式 . 上 述 演 算 相 当 于 以 9 天。 逼近 3 及 MaK, 
并 不 属于 C^ 类 ， 因 此 ,一 个 严密 的 处 理 尚 须 辅 之 以 更 细致 的 光滑 
BAE, o b P. 

2° 正 柱 体 

先 考 虑 底 为 凸 多 边 形 、 BA RARER. nZ UE KK 
之 长 为 5 与 母线 一 致 的 那些 楼 处 的 二 面 角 记 为 Bu 则 电 (6， 4.28) 
Ew 

M-$»yX(s-R)epXG- B 


-$ zXb,--mh, (6.4.29) 


底 为 周 长 等 于 工 的 凸 域 、 高 为 及 的 正 柱 体 ， 是 正 楼 柱 体 的 极 
HARE 
M - A bth (6.4.80). 
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特别 是 对 正 圆柱 体 有 
M — ar A- nh, (6.4.91) 
tp chm. 2E(6.4.81) AHA 0, 331 FE 中 长 度 为 
的 线段 的 列 ， | 
MM 一 nh. (6.4.82) 
在 同一 式 子 中 令 50, 得 到 周 长 为 上 的 平面 凸 域 (作为 Bs 中 之 平 
3 P 1) 的 平均 曲率 积分 ， 


M uL, (6.4.33) 


6.4.4 平坦 凸 体 的 平均 曲率 积分 

设 Kr 是 维 平面 LCE PRAE, ABERARAD m 
DERE) HKT. 

下 引入 两 种 记号 ， 当 我 们 把 9Kr 视 为 Lee miT, DÀ 
MOEK) (g 一 0, 1，…, ”一 二 表示 其 平均 昭 率 积分 。 ARNE 
"看 作 是 E ncn) Pip n eue GER HO IR, OK" BUY 
局 曲率 积分 则 以 JP (OK) (Cg 一 0 1, 7 一 沁 记 之 ,gental0 导 
出 这 二 者 的 关系 如 下 ( 见 [2])， | 

1° M g>n-r ht, # 

M 
Mp» -AILE D. Mp, (OK"). 


( 一 ) O, ser 
g 


99 当 g 一 n 一 7 一 二 时 ,有 


(6.4.34) 


M9, (8K) -{ nc NS (6.4.85) 
n—T-—1 
3t V.C dp. K* 的 7 维 体积 . 
3° M g-n—r—1 时 ,有 
MY (9K") -0. (6.4.86) 
li -* 


$6.5 与 一 凸 集 相交 的 ~ 维 平面 集 


6.5.1 与 一 凸 集 相 交 的 7 维 平 面 集 的 测度 

WEEK Am POE, 我 们 希望 求 出 集 {Lr DL) 803 88 08 
IZ, 

VEL, «o 为 经 过 原点 O 的 (n 一 7) 维 平面 , Lr 为 垂直 于 Lois 
的 了 维 平面 ， 点 LOO L.o 记 为 p。 也- 在 2 点 的 体积 元 以 
do 表示 ， 则 有 ( 见 (6.2.19) 式 ) 

dL, — do, rr 人 GD，rro. (6.5.1) 

在 Ue. LAKAD 上 考虑 上 式 的 积分 ， 先 任意 固定 Laro KAR 
4 SLE 的 投影 之 体积 灰 ( 开 0- 于 是 有 ， 


m(L, LAK $0) — | dL. 


L.nK-8 


-| VCK nr) GL, soy 77 T, (K) 


= nO,, s . "O, ri 
(n—r)0 a OO E 
(6.5.2) 


其 中 后 二 等 式 来 源 于 工 及 W,lug (0.3.1). (6.8.11) 3X). 
利用 均 质 积分 与 平均 曲率 积分 的 关系 (6.4.13), 由 (6.5.2) 式 
可 得 


= Osa uo 
| mE dL DO eO, MOE). (6.5.8) 


WEE KET Lag mn) mus, np gerne, x 
时 要 用 到 6.4.4 段 中 的 诸 关 系 . 

我 们 来 考察 (6.5.2) 和 (6.5.3) 二 式 的 几 个 特殊 情况 . 

若 五 A E HAE, WI K 相遇 的 直线 之 集 的 测度 为 


F, (6.5.4) 


3 Ona 
NE dL 2(n— 1) 
其 中 万 为 攻 的 表面 积 ， 特 别 是 m% 一 2、*”=” 工 便 是 我 们 熟知 的 公式 
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f dG- L, 
Güi-s0 
Mi ned.rel, 得 到 


f dla = (n/2) F, (6.5.5) 
Ln Es 
又 ,对 wm 一 3 和 7 一 2 有 
| dL, M, (6.5.6) 
LenK Eg 


86.5.2 WE(L-AKDES {L LNK 0 上 的 积 
ATENA- RAAR, 要 用 到 (6.2.27) 式 : 
dL V AAL: = dLaqui ^d, 
考虑 上 式 双 方 的 积分 、 左 方 的 积分 可 计算 如 于 AAE L, VE 
积分 域 取 LL: LANEK 9) , TEA 


I- | ar 全 Ad 一 | (| aLeo, Jat. 
L,nKxd Lan K0 
(6.5.7) 


利用 (6.5.2) 式 (mw->7, r—4--1), BERSAK 


(r) 一 TO, »- bu 
PM dis (r-$—1)0.- o, Ws nx). 


将 此 式 代入 (6.5.7) 式 ,得 到 


TO, rt 一 从 


reta [om WíAG.,nXK)sLr, 


(6.5.8) 
另 一 方面 ,由 (6.2.17) 和 (6.5.2) 二 式 , 右 方 的 积分 


r=| Abus[ Laus 
Linn E9 + Total Denm 


H 20, i.a, e . nO, att Oni- . 
OQ, i s 0406 (n— 多 一 1) O; -0100 Wia (K), 


(6.5.9) 
其 中 因子 “2” 的 来 由 在 于 我 们 涯 K f Aë RE F RI r HEP H 
(6.5.8). (6.8.9) 2R; 得 到 
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f, s VENEA, 


— n(r— $— 1) (OPE CP -Onr . K 
r(n—$—1)0, 4.30, 3 0109 Wirr(K), 


(6.5.10) 
注意 在 导出 此 式 时 我 们 已 回 到 认为 厂 是 未 定向 平面 的 假定 上 了 . 
利用 恒等式 220, 4— ($— 1)0,, 得 到 
f au, WANE) dL, = 2O 0 aO Ww, CK), 


TO, 3 OU, 
(6.5.11) 
FIE (6.4.18) 55, 可 将 上 式 转 化 为 平均 曲率 积分 的 关系 ， 
NER MP OTs NK))AT, 
一 OO-O M (3K), (6.5.12) 


O, 0 . *O90,. 


6.5.3 Crofton 公式 
SEE ETA ABIECTA EJ ERA 在 
EB EUST 3 时 是 等 式 . 
| m g*dG-6P. 
在 Es 中 , 也 可 以 证 明 圭 次 等 于 生 时 是 等 式 ， 
f. QE 5 GL, 6V*, 
RIMKE, X E, MERKA nti (空间 的 维 数 加 1) 时 仍 是 等 
A, EC&EE 情形 的 普遍 化 . 
定理 (Crofton 公式 ) E K X E, PiE, K RAR L 截 出 
HZR. WE 
f M ogre D pa, (6.5.18) 
其 中 六 是 天 的 体积 , 
证 明 g Pa, Po 3 En PEZA, Li Js Pi 和 了 所 决定 的 家 
线 ， 在 m 上 取 定 坐标 系 ， 并 设 P; Pa 之 坐标 分 别 为 la, ta, 由 
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(6.2.33) 式 ， 
dP AdPs— |ts— ti |" tdt Adis AdL,, (6.5.14) 
在 ((P4, P3), Pa, PACK] 上 取 上 式 双 方 的 积分 。 左 方 的 积分 为 
1-|. _ __dPandPa=7?, (6.5.15) 
右 方 的 积分 为 
I=| NI |t — 4 |" di Adis ds, 
Ht a, 5 为 五 与 9K 的 交点 在 L 上 的 坐标 ,不妨 设 acó 于 是 
I= fano f [fe amt tat f n to at Jat 
EE! n 
— n(n--1) NE ont dL, (6.8.16) 


d (6.5.15). (6.5.16) sk xr. HD 48 8] (6.5.13) 3R, 
利用 (6.5.18) 和 (6.5.4) 二 式 , 得 到 o"? 的 平均 值 : 


E(g**) ULT. (6.85.17) 


$6.6 陈省身 公式 加 


6.61 一 个 密度 关系 式 

本 节 主 要 目的 是 导出 一 个 很 有 用 的 积分 公式 ( 即 下 面 的 公式 
(6.6.14))。 作 为 准备 工作 ， 我 们 在 这 一 自 先 介绍 一 个 密度 关系 
A. 

设 Lan 是 过 定点 O 的 固定 的 9 维 平 面 ，Zrro 是 过 @ 〇 点 的 活 
动 的 7 REM, BRErtg>n 在 此 情况 下 , 交 Ley Lao; 一 般 
ROAR (rgan) 维 平面 ， 记 为 Lerro 我 们 的 目标 是 用 
Lee us 与 ALES. sm 来 E 达 dLyo;, 其 中 QLee gn; 表 示 会 有 
Lrra_ncol 的 L, 的 密 度 ， ALR coi 表示 Lato 的 Yu 间 了 ro 的 
密度 ， 

以 定点 0 作为 原点 。 设 计 如 下 之 活动 标 架 . 
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活动 标 架 圭 


(a) Cts "'*, rigq.n 张 成 Loto n Loy 


(b) €ri.g nii; 77, Cr Dn Lew Vj; 


(e) 任意 Xy dp ed )7*, en S ex, mhi 


图 6-1 


; 6 组 成 正 交 标准 化 标 架 ， 

TE XAR I, 

(a) &, e, aao TÉ 
成 Luo 站 Lrto;; 

(b) Door tt, Or 
EEX F Laon 的 (2 一 9) 
维 平面 乙 -xo 中 的 单位 党 
[51385 

(e) bras ,Dn 位 于 
Lao CP, HS en …， 
Cria—n 一 起 构成 Lao 的 一 
正 交 标准 化 标 架 , 


回顾 (6.2.8). (6.1.18) 二 式 ， 应 有 
aL,ro = 人 ou 一 A (ex de;), 


多 一 本 e, r; k= r+ 


上 式 可 改写 为 
dDra= 人 (era * dej) A (er4a* de), (6.6.1) 
指标 o, à, h BE REC 
&—1, 2, =, n—rT; 4-1, =, r-g—n 
| h=r+qg-n+i, =, r (6.6.2) 
由 (6.2.7) 式 ,有 
resa e 7 A (erar dex) , (6.6.8) 
Is oy A (bris de). (6.6.4) 


对 (6.6.8) 式 用 的 是 标 架 I, XI (6.6.4) 28 T ide IT. 上 二 式 中 
指标 a, 56 的 变 域 与 (6.6.2) 式 一 样 .以 下 我 们 来 求 人 (breades) 
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与 人 Cerat de,) 之 间 的 关系 ， 


注意 ， 对 于 w 一 也 Cr 总 可 用 PER US b, 的 线 
性 组 合 表示 , 故 有 
Crta 一 之 Urtanba t 2 [PS (6 .6 .5) 


Hp kerti, e, n, 而 为 仍 由 (6.6.2) 式 给 出 ， 又 , ARR I H 
RRE) 5, (h— n -g n1, s, r) 9 ETHER, 
(barde) = — (ei*dby) — 0. 
于 是 从 (6.6.5) 式 可 得 
(Crra* dei) =D urranl ber de). (6.6.6) 


将 (6.6.6) 式 代入 (6.6 ,1) 式 ,并 利用 (6.6.3)、(6.6. 当 二 式 , 最 后 
得 到 
dL oy dt ue ABL Bano, (6.6.7) 
其 中 
A=det(e,4a' bi). | (6.6.8) 


6.6.2 A*m 的 积分 

虽然 4 本 身 无 法 确定 ,但 4*"" 的 积分 值 是 可 以 求 出 的 ; 而 这 
一 点 正 是 我 们 从 《6.6.7) 式 出 发 推导 积分 公式 时 所 必需 的 . 2508. 
(6.6.7) 式 在 Grn- H Lrco 之 集 ) 上 的 积分 ， 由 (6.2.10) 式 , 
左 方 的 积分 为 


Onr 
| rr Lie o -1'* -010o ` 


有 方 LLawn 的 积分 亦 可 按 (6.2.10) 式 算出 (9 ROT n, rtg 
n 相当 于 r); 


0, :4…O 
dL ML g—i 人 一 六 
| *q-nt0) Or gn 1 "0-00 ; 


积分 域 为 一 切 Ze。 wu。 从 而 有 
B Q, 0 
Am db EDU O, 6.6.9 
| ciem Ou t "Oris ( ) 
积分 域 为 一 切 Leia. 
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现在 让 我 们 来 推导 (6.6.9) 式 的 另 一 形式 . 根据 .6.2.8 段 定 
理 2 的 证 明 中 所 讲 的 道理 , 有 
dL = dL? ator. (6.6.10) 
用 于 现在 的 情况 , 则 有 
dL, ria ALT. (6.6.11) 
于 是 (6.6.9) 式 变 成 
| Ar a7 dLE e = Dala, (6 .6. 12) 


rat Oran 
引入 记号 :7 十 9 一 % 一 入, 2n 一 + 一 g 一 ?, n—q-— p, Wifi 
| JY AL = Duci Oxo (6.6.18) 


N4p-i Ox 


6.6.3 ”陈省身 公式 
定理 (陈省身 ) 设 了 (LL) 为 可 积 函 数 ， 且 仅 依 赖 于 Za 一 
L N Laro,. 则 有 


| PEAL, - se [PC anim. 


r4q-n+i 

(6.6.14) 

证 明 证 明 的 关键 在 于 对 dL, 导出 类 似 于 (6.6.7) HERE 

示 式 ， 以 L, AEII, Lao 仍 作为 固定 标 架 ， 设 了 十 9>%。 

* TEL N Lao. 以 2 作为 上 一 段 标 架 工 和 标 架 工 的 原点 。 注意 
到 


dL, rco 一 d Los 一 dL. 

及 donr = (da*e,,4) Av A (daren), 
便 有 

GD 一 drtmAN 人 (dreria)，aw 一 1 =, n—mr, (6.6.15) 
据 标 架 开 构成 条 件 ， 诸 向 量 5,(4 一 ?十 9 一 % 十 1，…, r) 正 交 于 交 
Æ LN Laos UH da-0,—0, MH de 5(6.6.5) 5X Biz EPA, m 
8o 

dz-e,..— 2 TNCS (8.6.16) 


(i84. 


从 而 有 
A (dz*e,,4) = A ^ (dx-b,), 
a=1, =, n—r;k=r+1, e,n 
男 一 方面 ,将 (6.6.15) 式 用 于 Lan 有 
A (dz. Dx), (6.6.18) 


由 (6.6.15) 和 (6.6. .6) 二 式 , 有 
dL, - 一 个 Idus nm MAL s ^ (dx. erta) . 


代入 (6.6.17) 式 并 计 及 (6.6.18) 式 , 则 有 
dL,— F d Lue aas ANGLO o A (ar^ bry) 


arma, us NUDO, s. (6.6.19) 
由 定理 中 关于 了 五 的 假定 ,利用 上 式 , 便 得 到 
(EAL, sfe e Lr ael FPL, dL) n. 


(6.6.17) 


(6.6.20) 
余下 的 问题 是 求 出 积分 
D= (ase ausa 
gi (6.6.11) 3X, 此 积分 可 转化 为 下 述 形式 ， 
I= rane. (6.6.21) 
Z (6.6.18) skr BERTA A. mE 
Im OOo (6.6.22) 


r° "Orca nii ` 


代入 (6.6.20) 式 便 完成 了 证 明 . 
值得 提醒 一 下 , 由 于 函数 五 (.) 的 任意 性 ,公式 (6.6.14) 包 含 
了 很 丰富 的 内 容 . 在 下 一 节 的 一 个 重要 的 积分 公式 证 明 中 要 用 到 
它 。 这 里 我 们 先 讲 它 的 一 个 简单 的 应 用 . 
RK, ERT Lro 之 中 的 凸 集 ， 规 定 
-{ [LOK HB, 
0， XxLÜ(E,-ÓHB. 
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这 时 (6.6.14) 式 成 为 
-odo D 
finnt O,- Oria nii ELLE 
(6.6.23) 
由 《6.5.8) 式 ,有 


OO rt (9) Y D) 
CU (n— r)O, 10s Mia (6.6.24) 


(q — O, 一 LL q 
| Li) nN Kod ao 一 CES O Ma-ri, . 
. (6.6.25) 
其 中 MP. XR E, HR EK, 的 平均 曲率 积分 , 而 MOS s WE 
AMEN Lao 中 之 凸 集 K 的 平均 曲率 积分 . 息 以 上 三 式 得 到 


M9, NOR ME el (6.6.26) 


0,0,0,.1 
此 式 哆 合 于 (6. 4. 84). 


$6.7 Santaló 公 * 1 


6.7.1 一 个 密度 关系 式 

这 一 节 的 讨论 , 国 绕 着 与 一 紧 致 流 形 相交 的 线性 空间 而 展开 , 
将 导出 一 个 重要 的 积分 公式 一 Sentsl6 公式 ， 为 此 ,先导 求 一 一 和 
新 的 密度 表示 式 . 

dk e) 是 正 交 标准 化 活动 标 架 ， 并 设 7 维 平面 五 由 4 及 
es, +, e 张 成 ， 由 (6.2.5) 和 (6.3.4) 二 式 ,有 


GT 一 NET 
l (6. T. 1) 
j=l, ; 6, h - r1, 


以 Ln 表示 在 v MUR L, TO 显然 
Ac, A (dae) (Sr++1, =, n) 
BT Lurie Æ o 处 的 体积 元 donele). 又 . 
Ac A Cepde) (he r--1, ++, n j=l, =, r) 
等 于 过 ”的 了 维 平面 Lr 的 密度 ， 因 此 有 
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dl, —do, (e) 人 drim， (6.7 2) 
设 MoE E, PRAMME, r tgn, ZR LO M? 一般 是 了 十 
q-niEWJS. 假定 活动 标 架 (w; 所 满足 下 述 要 求 : ec DO MI 县 
cp Cras 构成 D) M? RE VL AE REI ZR E SE EAE, TI es, 
“Erigny Dri, 是 好 的 切 空 间 的 一 组 基 . 由 于 我 们 仅仅 
考虑 那些 与 MM? 相交 的 7 维 平面 , 因此 ， 我 们 总 可 以 认为 (6， 7.2) 
AFH m 适合 这 样 的 要 求 :dz 是 M B 205] 385, 即 
: m (一 Sy Aiet pa „Prbr, (6.7.3) 
其 中 As B 为 工 形式 ,从 而 有 
Opam deerra™, DY Baburerto), a=], t nor, 
l (6.7.4) 
于 是 
cr 一 入 Oria A P (6. 7. 5) 
其 中 d= det(b,. Erza). 以 d». rio X b, 5 erf+e IH 间 的 夹 角 ， WEZI 
式 4 可 写作 
4 一 det(cos durya), E—r--1, 9 amd, *-, nor, 
(6.7.6) 
(6.7. 可 式 表达 出 在 处 正 交 于 L, 的 (n 一 7) 维 体积 元 ， 作 为 此 公 
式 的 特 款 ， TERA, M Eo 处 正 交 于 .Lr 由 了 ?的 (nw 一 ") 维 体积 
元 正好 等 于 ,人 Gu WE WB, es … ersan SOR LL ME 
之 切 空 zW, » 7773 Crigq—ns briis s.. a On 张 成 Ms 2 UH. BU, 
在 考虑 M? z æ 处 正 交 于 LM? 的 Cn ) 维 体积 元 时 , 643, 77, 
& 与 bra pp， 一致， 从 而 A= GA dolo KaR M dk x bb 
的 体积 元 , 以 dora s (Oo 表示 三 ha 在 处 的 体积 元 ， 则 应 有 


MMC MORIR (6.7.7) 
将 (6， 1.5) AA (6.7. 2) 式 , 得 到 
dL,— -4 A PN (6.7.8) 
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Es A PN PES dO, as 并 利用 (6. T. DX, 最 后 得 时 到 


do, 4 nt) dD, = 4dog(x) Ada (6.7.9) 
rtg nso 的 情形 , 与 公式 (6.7.9) 相 应 的 结论 为 
dL, = Ado, (c) 人 GPa， (6.7.10) 


6.7.2 Santaló 公式 中 

本 有 段 的 目标 是 证 明 下 述 重 要 结论 : . 

定理 (Santal6) Ut Mt ERAT En Bg 维 逐 块 光滑 的 紧 致 
AWE. Lr 表示 En P r 维 平 面 ， rtgem. B ex EYE: 
HJER k ER., WA 


0,---O, ,O, -n 
Cryg-alLr N M9)dL,— 000 Ca (M?) . 
(6.7.11) 


证 明 考虑 (6.7.9) 式 双方 的 积分 , 积分 域 为 Lf) M* 9, 7c 
Ji 先 任意 固定 一 Le, 对 2 积分 (x EL 站 M"), 得 到 Craan Lr 
M9); 然后 再 对 L, 积分 , 得 到 


| LrN Mi Frra-n (2L, n anm dL.. 


在 考虑 右 方 的 积分 时 ， 我 们 注意 (6.7.9) 式 中 的 A= det(b,- erra) 
(k=r+1, =, nja-1, =, n= r) 只 与 五 的 相对 方位 (Z 相对 于 
M 之 切 空间 的 方位 ) 有 关 ,而 与 z 的 位 置 无 关 , L, dLa - d Dao, 
与 z 的 位 置 亦 无 关 ， 因 此 右 方 的 积分 为 


oa M") fa GL, 


Jaco 


记 e= [4 dL, 
我 们 有 
i f. anuo Or MO dE on (M9), (6.7.12) 


以 下 我 们 来 确定 常数 OC IS]). 在 陈省身 公式 (6.6,14) 中 ， 
取 9 维 凸 体 K EA M, 并 设 
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Oryg- Er NKI), 当 万 站 天 ez 人 
F(L,) dS "PPM 
Rj (6.6.14) 3 ZA ih 


Jas NEAL, 


Dt | , Gr LR NR) dE 
r° OU ryg-nti J| Lg-nN KIO 
(6.7.18) 


为 了 算出 (6.7.13) 式 右 方 的 积分 , 要 用 到 下 面 的 积分 公式 ; 


0, 1-0 
L — Vn-i LE] .7.14 
[oTNE) dn TET eR. (6.7.14) 


(6.7.14) 式 可 由 dL,=do,_s 人 QL,_so( 见 (6.2.19) 式 ) REA o. (D, 
间 天 ) 取 积分 得 到 ， 在 (6.7.14) 式 中 , 以 g 作为 n、 以 r+q 一 % 作 
X s Jel K 作为 K, WE 


| oe Tan N KYL Ran 
Lmg-nNn Hotg 


Opa Onr : 
O, La nd . “Oo Gd CK ) . 


RA (6.7.18) 3, 得 到 
í Trian ( D, N KYdL, = 


On 0, rien a 
Or 0,0, eC ). 


(6.7.15) 


In n&es,.gd 


另 一 方面 ,车 由 (6.7.12) 式 则 应 为 | 
1 PEPPER Lr fi K5 dL, = ce, CK?) . (6 .7 .16) 


比较 (6.7.15). (6.7.16) 二 式 ， 得 到 常数 c<， 再 将 求 出 的 6 代 回 -— 
(6.7.12) 式 使 得 到 Santaló 公式 (6.7.11). . 
当 7? 十 4 一 ww 时 ,公式 (6.7.11) 取 下 述 形状 . 

NO 0 TA 970 c, (M), 

(6.7.17) 

公式 (6.7.11) 是 一 个 相当 普遍 的 公式 . EARI, WMA 

凸 体 ( 域 ) 或 凸 曲面 ( 线 ) ,建议 读 者 写 出 以 下 各 款 的 具体 结果 : On 
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| M*-nL 


—2, r—-1,9g—1; © n=2, r=1, q—-2; ©n=8, r-1, qg—2; n 
—9,r—1,9—3; 0 n—-8, r=2, g—1; 0 n—58, r=2, 0 一 2. 


$6.8 二 流 形 交 集 的 体积 的 积分 


6.8.1 一 个 密度 公式 

在 $6.7 中 我 们 讨论 过 7 维 平面 与 g 维 流 形 相交 的 有 关 问 题 ， 
主要 结果 是 算出 onus ULL Mo 的 积分 ， 现 在 我 们 要 讨论 涉及 两 
个 流 形 的 类 似 的 问题 .讨论 的 方法 仍然 是 活动 标 架 法 .通过 标 架 
的 特定 的 选取 , 找 出 合适 的 运动 密度 的 表达 形式 , 是 解决 问题 的 关 
键 . 、 . E 
. B MERER g 维 流 形 ， M 是 运动 的 7 维 流 形 。 假 定 二 者 
BEZH OKAAN. LEE M, M 具有 有 限 体积 ( 指 相 应 
维 数 的 体积 ), 分 别 记 为 (MOM c, CM"), Bah E ngon, 此 
Ej MNM 一 般 为 ++gq 一 n 维 流 形 . | 

WB ocM'(M*, BCe e) =l, e, 0) 为 一 活动 标 架 ， 满 足 
下 述 条 件 ， 

1% es, Crtqn JEN M A M" HE e 处 的 切 空 间 ， 

so 9 .erra-ntis ct, er 在 z 处 切 于 MH' (RRE, TA es, 

…, e IER M" E o 处 的 切 空间 ); 

3 el er+o-m Dx, c, Due 张 成 M* 在 2 处 之 切 空 间 ( 其 
H bs, e, Bn-r 为 (rn 一 7) 个 正 交 标 准 化 向 量 ). 

由 于 wE Me i decT.(M). Ki 


da= SY a Sb, (6.8.1) 
其 中 a, Bj 为 1 形式、 于 是 有 
. Cp LA T Oa eran S Bree), (6.8.2) 


作 外 积 , 得 到 
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A67 AN Bs (6.8.8) 
其 中 MM 
A= det(5;* err) (j, kh=1, =, nor). (6.8.4) 
运用 与 导出 (6.7.7) 式 时 类 似 的 推理 ， 可 知 和 Bj(j 一 1 …, nom) 
是 Me 沿 正 交 于 Mr 3M 之 (mn 一 +) 维 平面 方向 的 体积 元 ， 以 do, 
(RRM e w 处 的 体积 元 , 以 dorsa (n) ERM N ME m 处 的 
体积 元 , 则 有 


dopsala) ^ B; do,(a). (8.8.5) 


于 (6.8.3) 式 双方 同 乘 dosso s (2) loo 是 1r deo 处 的 体积 
元 do. (2)), 得 到 


Gone (2) AN Ados, (v) A - 6x, 


将 入 odor(z) 代 入 上 上 式 着 计 及 (6.8.5) 式 ,有 


devea (9) Ns Adoal2) Ado, (a), (6-8.6) 
上 式 丙 边 乘 以 B 
AK = Non Cj, h=1, =, n), (6.8.7) 


得 到 
dO yo (2) A on -4 dols) ^do,(z) AAK ra. 
| (6.8.8) 
注意 , 此 处 dK e 表示 绕 定 点 旋转 的 特殊 旋转 群 的 运动 密度 , 它 与 
du, 是 相同 的 微分 形式 , 其 区 别 仅 在 于 : Mi 的 总 测度 是 特殊 旋 
转 群 总 测度 的 2 倍 . 同样 ,特殊 运动 群 的 运动 密度 dK 的 表达 式 
亦 与 QL 相同 , 即 l 
dK = Aoi N Om Cj, h=1, t, n). (6.8. 9) 
计 及 (6.8.9) 式 , 则 (6.8.8) 式 成 为 m 
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do, (zy ^dK = Adol) Ndo.(x) NdK e. (6.8.10) 
这 个 密度 公式 建立 了 流 形 M MM 各 自 的 不 变 体 积 元 与 交集 
MM"' 丫 M4 的 不 变 体积 元 之 间 的 关系 。 与 前 面 一 样 , 行列 式 4 仅 依 
BUT ea (1, e, n- 7) B b(j1, e, %% 一 ?) 之 间 的 相对 方位 ， 
而 与 z 无关. 
另外 , 当 7 十 g 一 % 二 0 时 ,公式 (6.8.10) 取 下 述 形 式 . 
dK = Ade (2) Ado, (x) AdE qe. (8.8.11) 


6.8. 又 一 个 密度 公式 
设 In ERLA e MH ei, e, 6 张 成 的 hb 维 平面 , dK’ RIR La 
中 的 运动 群 的 运动 密度 , dK 表示 正 交 于 L 的 (mw 一 及 维 平 面 中 
绕 z 旋 转 的 特殊 旋转 群 的 运动 密度 ， 则 有 
dK =dL* AdK? ANAK ^, (6.8.12) 
式 中 Ls 2683 3841125 BIERRA e ZEE TRI. 
证 明 工作 为 ,中 的 如 维 平面 , 由 (6.2.5)、(6.2.4) 二 式 ， 
4 
QT 一 INO Nj, (j—1, ==, hà, b=h+1, 0, n), 
(6.8.18) 
I 中 的 特殊 运动 群 的 运动 密度 应 为 (在 (6.8.9) 式 中 以 及 作为 n) 
dK^- No, ^ ow, (J, s, mel, =, A). (6.8.14) 
AK 作为 (nh) SE Tp Se o 的 特殊 旋转 群 的 运动 密度 ， 由 
66.8.7) 3 H^ 
dE — ^os, ù, boh, y n, (6.8.15) 
X, dK 的 表达 式 由 (6.8.9) 式 给 出 。 由 此 立即 可 得 (6.8.12) 式 ， 
显然 ,对 有 =1,，…', n 一 1 公式 (6.8.12) 均 成 立 ， 


6.8.3 ER Tan M NMR 
定理 XTM, M 的 假设 同 前 。 则 有 
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| g Orta- (fr 0 M9)4K = aee o, ( M)e,(M?), 
(6.8.16) 
证 明 取 (6.8.10) 式 两 边 的 积分 , 积分 域 为 CM", M NMA 
由 ,有 
| ora 5 CM" N MYK —co, (M')e (MY, 
(6.8.17) 
Hp cuu 
- [44K 


积分 域 为 过 z 的 一 切 Mr， 为 了 确定 常数 ， 考 察 一 特殊 情况 ， 取 
Mr 为 了 维 平面 五 中 一 有 限 区 域 . 利用 密度 关系 (6.8.12) 式 ， 则 
(6.8.17) 式 变 成 

ME c», M" N M9) dE? NAK" ANAK Ta 


— eo, (Mco, (M9, (6.8.18) 
以 dPr 表示 三 中 点 2 处 的 体积 元 ，dKta 表示 Le rh Bio B 3 
旋转 群 的 运动 密度 , 则 有 (参看 (6.1.27) 式 ) 
dK*—dP' MAK?r,. 
将 此 式 代入 (6.8.18) 式 , 得 到 
fug rran MN MAL: NAP MAK ta NAET 
—co,(M*)e (M3), (6.8.19) 


暂时 国定 了 Me, WTE 的 一 切 MM' 考 虚 4P' 的 积分 ,得 到 
c,CM'), 又 , 据 (6.1.22) 式 ,有 
ap —Q, 40. faria =0 a0. 
注意 , 右 方 已 经 除去 因子 “2”， 由 于 现在 考虑 的 是 特殊 旋转 群 . 于 
是 (6.8.19) 式 ( 亦 即 (6.8.17) 式 ) 就 变 成 
00:0, 70i] us 8,44 4 M'N MOYAL 
—co (M1), (6.8.20) 
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另 一 方面 ,由 (6.7.11) 式 (并 注意 现在 考虑 的 是 定向 7 维 平面 ), 有 


Opt Op Ora 
r n r 4 l “9。 2 porx rtan, ( Af2 . 
fun cs MN MdL Or OL aN) 


(6.8.21) 
比较 (6.8.20) 和 (6.8.21) 二 式 可 求 出 常数 ce， 再 代 回 (6.8.17) 式 
便 得 到 所 要 证 明 的 (6.8.16) 式 . 
当 7+ 二 9 一 % 一 0 时 . (6.8.16) 式 取 下 述 形式 ， 
N(M n MSaK - 9770: o (Mo. (M, 
(6.8.22) 


Tees 
其 中 人 Cn M9) ze M? 与 M* 交点 数 日 ， 


$6.9 ”陈省身 - 严 志 达 公式 [91[7 


6.9.1 一 个 重要 的 密度 关系 式 

本 节 的 主旨 在 于 导出 %* 维 欧 天 空间 中 的 运动 基本 公式 ， 即 陈 
省 身 - 严 志 达 公式 ， 为 此 ,我们 在 这 一 段 里 先 建立 一 个 与 二 相交 超 
曲面 相关 联 的 密度 关系 式 , 它 可 视 为 第 三 章 中 为 推导 了 oincar6 A 
式 作 预备 的 公式 (3.3.4) 的 一 种 推广 ， 

设 Sol 8, J& E, rp 63A CO? 类 光滑 超 曲 面 、8o E ELE iHi 
I, S EMETA H HEN. En pR ESRR A RE d 
$K; KoN S — A n—2)!&UDE. 

设 wESofS1. 今 设计 两 套 正 交 标 准 化 标 架 . 

FRIR I(T; ea，…，en) 

(a) ex, +++, 6-2 JER So N Sa 在 处 的 切 空间 ; 

(b) sw- 是 不 在 > 处 的 切 向 量 ,e, 是 8 在 w 处 的 法 向 量 . 

PRE ICa; 61, ***, 65-1, On) 

(a) ex, ***, Cna 与 标 架 工 相同 , BETIK SoN S1 dk c 处 的 
切 空间 ; 

(b) eii J& So TE e RE RS EU] Bt, ez 是 So YE o 处 的 法 向 最 
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由 以 上 规定 可 兄 ， en y ess 恰好 张 成 Sa e o 处 的 切 空间 ， 
JW ej, =, na ena 则 张 成 go 在 ”处 的 切 空间 . 
我 们 用 下 式 来 定义 超 曲面 81 上 的 运动 密度 dT 
dT,— ^ (da e) ^ Co dej), å, h, j—1, +=, n—1, (6.9.1) 


它 实际 上 是 ,在 保持 0, 与 SL 自家 的 条 件 下 ,活动 标 架 (%; e, 
en) 的 运动 密度 ， 与 此 类 似 ， 我 们 用 下 式 定义 超 有 曲面 So 上 的 运动 
密度 ( 亦 即 在 保持 e, 垂直 So 的 条 件 下 活动 标 架 (mp ui, c0, Ena 
et 6) 的 运动 密度 )， 
dT, — ^ (dee) A (ent de) A (dz-e, 3) A (eden a3) A 
Ae ardea), $, h, j=1, =, n—-2, (6.9.2) 
又 , 流 形 SNS 上 的 运动 密度 一 一 即 随 着 于 SoN S Eg AR QS. 
€1, ,6n-2) 的 密度 由 下 式 给 出 ， 
dT'g, = A (dae) A (en* der), $, kh, j=1, 多 一 2 
| (6.9.8) 
现在 我 们 来 寻求 E, TAS EGESURIS ESBE 
dKı= A (de> e) A Ca dej, (å, h, j—1, =, n), (6. 9.4) 


5 dT, dT, 及 dTa 之 间 的 关系 ， 由 (6.9. 包 和 (6.9. DZA, 有 
d K 4— T4 A (de. En) ^ (ei de,) Ne “人 (ed de). 


(6.9.5) 
由 于 我 们 仅 考虑 非 负 密度 ， 而 (es…de) = 一 (dee), 故 (6， 9.5) 式 
可 改写 为 
dK4—dT, (de-e) ^ (desse) ^*^ (do, €). 
(6.9.6) 


由 (6.9.2) 和 (6.9.8) 二 式 , 有 
dTo=adTor ^ (da 6, 3) A Cade, 3) Ne A (ena* de; 1) . 
(6.9.7) 
与 刚才 一 样 , 此 式 可 改写 为 
dTo=dT o 入 (dc et) 人 (de. 6,3) Neee A (de, ael a). 
(6.9.8) 
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根据 标 架 I 和 标 架 工 的 构成 条 件 ， 由 ep，e; 廊 决 定 的 平面 正 交 于 
SoN Sa, H ena -14 均 在 此 平面 上 ， 以 9 表示 e4 与 6, 间 的 夹 角 ， 
则 有 
e, 一 sinpe' 4-08 pel, &,11—0089e, 1—singe, (6.9.9) 

现在 我 们 希望 利用 这 些 关 系 重 新 表达 (6.9.6) 式 ， 以 期 沟通 
(6.9.6) 式 与 (6.9.8) 式 ， 为 此 ， 我 们 来 计算 deren desten, t, 
de, 1*6,. 由 (6.9.9) 式 ,有 

dz*e,— sin p(dz-e,. 4) 4-cosp(de-e;), 

de; e, — sin p (deiren 4) + cosp(dei6,), $—1, e, n—2, 

de, 4*6,— — dp + cos? p(del, 1*6) — sin? p(de,*e, 3) 


= —dp- ehs deh. (6.9.10) 
HF e, EXT So, 从 而 亦 正 交 于 SoN S1 故 
dz'e,=0, 
x, 由 于 凡是 固定 的 超 曲 面 So 的 单位 法 向 量 ， 它 与 51 处 于 什么 
位 置 无 关 , 从 而 
dee — — erde, —0, $4—1, =, n—2, 
6-1 * de, =0, 


将 这 些 结 果 代 入 (6.9.10) 式 ,有 
dz-e,—sin p(dz*e, 3), 
de,-e, —sin p(de;*e, 1), ($1, e, n—2), (6.9.11) 
de, 1*6,— — dg. 
将 (6.9.11) 式 代入 (6.9.6) 式 (不 计 符 号 ), 则 有 
dK,-—sin* to dg dT, ^ (da. e, 3) A (desse a3) ^c 
^ (de, 276,3). G. 9.12) 
ERRAR U do 并 利用 (6.9.8) 式 ,最 后 得 到 
dT, ANAK, —sin" to dp NdT, NAT. (6.9.18) 


06.9. 陈省身 - 严 志 达 运动 基本 公式 

现在 我 们 来 介绍 % 维 欧 氏 空间 中 的 运动 基本 公式 , 即 陈省身 - 
严 志 达 运动 基本 公式 ， 这 一 公式 是 E. 积分 儿 何 最 基本 的 定理 ， 
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它 在 精神 实质 上 酷似 于 Bs 和 Es H Z Blaschke 2:55. 

定理 (陈省身 、 严 志 达 ) t DoM DL E PZK, 它们 的 
边界 9D, 和 2D, 是 C? 类 直 曲 面 , 设 Do 为 定 区 域 , Di 为 动 区 域 ， 
并 且 假 定 对 于 Di 的 任何 位 置 交集 Di Do 由 有 限 个 子 区 域 组 成 . 
9D, fll 0D, 的 平均 曲率 积分 分 别 记 为 了 和 和， VoM Vaa 
ADR D HER. dK: ER Di 的 运动 密度 MWA E BIS 
基本 公式 


| x (DA Do)d K 4 
Din Dorg 


zx Or Ou 5 [0s (Dò Vi T Q, iX (Di) Vo 


n izo hti 
其 中 OERA IRA Euler-Poincaré 示 性 数 . 

证 明 在 左 方 的 积分 中 , dK 的 “ 权 ” 是 x(Di 由 Do), 它 反映 出 
(对 于 该 位 置 的 D) 交集 DND 的 “ 块 数 ”"， 证 明 就 从 和 仔细 分 析 
Xx《Difi Do) 开 始 . 

由 (6.4.6) 式 ,有 

XDiN Do) = 3/0,4) M, aaCDinDo)， (6.9.15) 
Hp M, (DN Do) JE aD N Do) 的 第 (m-i) 阶 平均 曲率 积 
分 , 即 ACD N Do) 的 球面 象 的 体积 , 亦 即 所 谓 Gauss-Kronecker H 
率 积分 .交集 DL) Do 的 边界 ADN Do) 由 有 限 块 组 成 , 它们 可 分 
为 三 部 分 ; BOT 六 中 的 aD, 即 2DonDa ATF Do HK aD, 
Do 人 8Ds; 由 3D, 与 9D 交 成 的 一 些 (n 一 2) 维 的 楼 .我们 有 
M,-1(0CD1 (D0)) = M1(0DoN Da) + Maa (Do N 3D) 
+M,_1(8D: NAD. (6.9.16) 
余下 的 工作 是 分 别 算出 上 式 右 方 三 个 部 分 的 积分 . 

1. Mai(aDinaDo) 的 积分 

M, 4(9DA (0 8D9) Æ 0D NAD 的 球面 象 的 体积 .让 我 们 先 明 
确 一 下 所 谓 aD N aD 的 球面 象 是 什么 ， 设 2 为 68D 站 8D。 上 的 
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- 中 人 . Jarana] (6.9.14) 


流动 点 ,在 o 点 分 别 作出 OD, 和 OD, 的 外 法 线 , 介 于 此 二 外 法 线 之 

闻 的 那些 向 量 的 球面 象 称 为 

98Di 门 89Do 的 球面 象 ， 它 类 

似 于 2 维 情况 下 里 线 角 点 处 
外 角 所 对 应 的 切线 象 . 

为 了 计算 92Dinapo 的 

球面 象 的 体积 ， 关 键 在 于 找 

出 此 球面 象 体积 元 的 表达 

/ 式 ， 设 e，e 分 别 为 0Do， 

"4 OD. 在 点 = 处 之 单位 法 疝 

/ Bt, 方向 与 外 法 线 一 致 ， 在 

图 c en, en 所 决定 的 平面 上 , e 与 

a, 的 夹 角 的 内 .外 角 分 角 线 方向 上 的 单位 向 量 记 为 六, W, Ap 

表示 e, e 间 的 角 ， 则 有 


(dr - em Dr, 
(6.9.17) 
e= (cos $) V+ (sin $y, 
从 而 . 
V= [2 eos(.2)] B (eaten), . 
(6.9.18) 


W - [2s $)] e-e). 


BE EH e, 与 mm 间 的 任意 单位 向 量 , 5 V Bü 3cf87g o, 
é= (cosa) V + (sino) W, (6.9.19) 

a HERA —$/2«e«/2, 与 此 同时 , 用 下 式 定义 单位 向 量 v 

n—(-sina)V + (cosa)W, —$/2«a«$/2. (6.9.20) 
这 样 ,我 们 就 构成 了 一 正 交 标准 化 标 架 (m E, en, cn, ena m. R 
们 所 要 寻求 的 2167 的 球面 象 之 体积 元 ， 就 是 向 量 E 终端 之 
体积 元 ow-4， 由 (6.1.19) 式 ， 
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Qu, 177 21 ^ O31 ^ *** AN On 
= (d£-ex) Ne N (d£*&, 2) A (dé) 
一 入 [cos « (dV ei) -- sin a(dW *e;) ] Ada, (6.9.21) 
利用 (6.9.18) 式 ,有 
cos a (dV ei) 4- sina (dW «e;) 
— cos a [2 cos(ġ/2)] * (de, + de,) - e; 
-F sin o [2 sin($/2) ] * (de; — den) e, 
e /9 
sin 一 名 smi -+a 
-9 Ca (6.9.22) 
将 此 式 代 入 (6.9.21) 式 , 则 有 


和 


+sin ($4) (derre) | Ado. (6.9.28) 


下 面 我 们 要 把 (6.9.28) 式 所 给 出 的 das, a 表示 式 转化 成 另外 
的 形式 ,使 之 与 9Do.8Di 的 诸 主 曲率 联系 起 来 ， 显然, 这样 一 来 离 
我 们 的 目标 更 近 一 些 ， 设 站,，…, Vi 是 9Di 在 z 处 (n 一 了) 个 
主 方向 上 的 单位 向 量 ，V14, c, V4_i 是 8Do 在 2 处 (一 个 主 方 
向 上 的 单位 向 量 ， 由 于 Cw; e, e, eaa) M Vice, VE 
0D, 在 vz 处 的 切 空间 中 正 交 标 准 化 标 架 ，(%; 6n c, Ena Caa) T 
(mj Vi, se, Via) 都 是 8Do 在 x 处 的 切 空间 中 正 交 标准 化 标 染 ， 
因此 有 


n—1 
e, 一 21V, $—1, ..., n—1, (6.9.24) 


2-1 n-—1 
! "rs ! l 
人 一 2 cnV 6=1, Ut n-— 2), €, 17 Zio 


(6.9.25) 
其 中 系数 矩阵 Coa) fü (e) 为 正 交 矩阵 ,并且 
V= Sont, h=i1, =, n-i, (6.9.26) 
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yi- S decreti nr. (8.9.27) 
根据 关于 E. uiti aD 的 Rodriques 公式 ,有 
Vaden = — (dV), (6.9.28) 
其 中 为 6Di 在 x 处 相应 于 主 方向 总 的 主 曲 率 ， 因 此 ， 由 
(6.9.24) 必 (6.9.38) 诸 式 ,有 


n—i n-i 
de, "0 一 名 Cin (de, Va) = 一 z CihXh (dz * V3) 


—— S oomon(azo). (6.9.29) 

对 于 9D, 类 似 地 可 得 
deje o S eto (IS o (dares) "eoa (asi), (6.9.80) 
其 中 必 为 2D。 d a ARETE 8 VL 的 主 曲 率 ， 利 用 (6.9.29) 


和 (6.9.80) 二 式 ， 并 注意 到 dee, 10, doe, 1 — O(IRLI da 属于 
8Dinapo 在 ”处 的 切 空间 ), 从 而 得 到 


sin (£- o: ) (den* 6) + sin (Za) (de, e;) 
- 一 号 * [sin (2 — a pom 


A 
十 sin ($ +a) > » *cebad | (dore). (6.9.31) 
: | 
IH, sin ($- a) Soson- sinf $ e): Sid CCnn. 
(6.9.32) 
T (6.9.81), (6.9. QE 9.23) 式 ,不 计 符号 ,得 到 


n—2 
da uet A (Sa) (a) A 


- €,.2) Ada, (6.9.88) 
AE (dere) Nee A (da-6, 3) = 二 dow_a 为 ODN Do 之 体积 元 ， X, 
id 
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五 = 从 (S2. (6.9.84) 
i4 (6.9.89) RER 
du, i a3 da,.a Ada (6.9.85) 
由 (6.9.82) .(6.9.84) 二 式 可 见 H 时 下 述 形状 
H- Sin, sine-s-9 (£ —a)- sin? (£ ta), (6.9.89) 
其 中 
H, 一 之 PETS, . 124,25, . Xj. (6 .9. 8T) 


和 式 (6.9.87) 就 一 切 可 能 的 组 合 (hu, ns 40. Cs n, jp) RM, 
p+g 一 % 一 2， 让 我 们 对 H, 的 构成 情况 稍 加 剖析 ， 互 * 是 形 如 
PRECES RIS 
的 一 些 项 的 和 , 其 中 乘积 aod, 与 9Do 8Di 有关， 而 系数 
A 是 Cin, Cis 的 函数 ， DUKSCE 0D, 的 相对 方位 ， 对 于 任何 - - 
组 超 曲 面 偶 9Do, 0Ds 它们 是 一 样 的 . 
由 (6.9.35) 式 得 到 


M, 1 (0D, N82Do) -| do 3 Nda, (6.9.88) 


积分 域 为 ; —$/2«a«0/2, 其 余 变 量 展 布 于 8DiN8Do 上. * 
"T (6.9.88) Wi i [8] R BL dE , A^ du, s Ne dus, TRIES REOR 
方 的 积分 。 左 方 的 积分 为 


O,_s* . Q4 | M,_1 (0D, n 20D) d K4, 


?DinoDos* d 


TUE 2€ 3& (9, (6.9.8) 33) 
dT — A (dee) A (ene dej) — do, 3 Adn- ^*** 入 da 
和 和 密度 公式 (6.9.18) 
Co AdK;- sin" 1 中 db AdT, AGT,, 
推 知 右 方 积分 为 
Hsing de Ada NdT'; 和 07， 


fa nOD, 
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Ji(aD:mapoedRKi 


jap np 
= (0, 4-0.) L ana Hsing d Ada APT. Ada, 

(6.9.89) 

H aT,, aT, 分 别 为 Do 0D, 上 的 运动 密度 , 其 定义 见 (6.9.2)、 
(6.9.1) —xX. dT, dT, 亦 可 表示 为 下 述 形式 . 
dTo=00% 3 Ndwu, a A Adii, 
dT, —dol,Ndu, a ^: Adu, 

其 中 dota (k=0, 1) Xm 9 及 在 “处 的 切 空 间 在 点 2 处 的 体积 

元 ， 现 在 我 们 来 考虑 (6.9.39) 式 右 方 的 积分 ， 首 先 , 让 z 固定 ,对 

E o 的 9Di 之 一 切 位 置 进 行 积分 ; 然后 ,让 zz 在 8D。 上 流动， TR 
分 。 同 时 留意 到 H, 的 构成 情况 。 最 后 可 得 到 


f M, (OD, 9D) GAR = S eMM! a-p, 
2D,n?D,«40 p-o 


(6.9.40) 

其 中 MS, Mia 分别 为 De 和 9D, 的 平均 曲率 积分 , cs 为 常数 ， 

2. M, (8D, DJ) fll MD NIDI HRA 

首先 考虑 MOD ND) 的 积分 . w PED ND, FU 

(P) 表示 8Do 站 Di B SK I8 S Ye P 相对 应 的 点 处 的 体积 元 
vende du, ,(P) AGES 的 积分 .第 一 种 方案 ， 首先 
AFA DNAD 的 任意 固定 的 Dao iE P Æ aD ND Eiiiz A 
计算 ex(BP) 的 积分 ， 然 后 将 所 得 结果 在 {Da DAD Do 二 个 上 积 
分 ， 我 们 有 


NE (esu du, (P) dKı 
-Í M,_1(8DoN DOGK s, (6.9.41) 
DinDorg 


第 二 种 方案 , 首先 让 P 点 固定 , 考虑 在 UD PEDI 上 的 积分 , 然 
后 再 计算 在 (P, PE8Do} 上 的 积分 ， 我 们 有 
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| (f dK )d- 17 Va.-i'* .OV Ma, (6.9.42) 
PE?Da N/ PEDI 


其 中 Ma =M, (8D) M Do 2.36 EPA, VA DZER. 由 
(6.9.41) 和 (6.9.42) 二 式 , 得 到 


| -a0DoN D) dE 70, 0: MT. 
DinD-0 
| (6.9.48) 
交换 D, 与 Dy 的 地 位 , 据 运动 密度 的 反 演 不 变性 , 可 得 
| M, (Do N oD) GR = 0,1 0V MI a, 
Den Did 


(6.9.44) 
其 中 MI i M.A(DO), Vo 为 Do ZIER, 
8. 公式 的 形成 与 常数 os 的 确定 

由 (6.9.15)，(6.9.16)，(6.9.40)，(6.9.48) 和 (6.9.44) 诸 
式 , 得 到 


Í, nDe” (D: Do) dK 5 —O, iO U' ax (Do) +V ox CD] 
十 Sis p M5 s.s. (6.9.45) 
?= 


余下 的 工作 是 确定 诸 常数 co。 前 面 曾经 说 过 , 这 些 常数 不 依 
HF Do Di 的 具体 选择 ， 今 到 Do 为 凸 体 ， 并 以 半径 等 于 p 的 球 
作为 Dı. 这 时 ， 

x(Do) —x(D3) 7x (DA Do =1. 
从 而 (6.9.45) 式 成 为 - 
V ((Do) JOrn- CO 一 0 OF 二 Fw 


n—2 
+ Sie, MIM! a, (6.9.46) 
p-o 


H(6.4.18) (6.4.16) 一式 ,有 


Mis. 70, ip?" 
又 ,由 (1.5.1) 式 ,有 

Vi~=(O,1/n)p", 
将 它们 代入 (6.9.46) 式 , 得 到 
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-i „n 


V ( (Do) "E =F. D S. S a 07 e,À p 


(6.9.47) 
另 一 方面 ,对 凸 体 Do 运用 (6.4.12) 式 ,应 有 l 


VD) Vot S1 275 n) £ Mi, (6.9.48) 
顺便 说 一 下 (6.9.47) $ (6.9.48) 右 方 最 后 一 项 其 实 是 相同 的 , 因 
WAF Do WEG B 9-4. 7), Mam M, VOD) m0 s. H 
8E (6.9.47) 55 (6.9.48) — 5k, 得 到 


"ER urs C) (6.9.49) 


pri p 
从 而 完成 了 定理 的 证 明 . 


6.93 关于 凸 集 的 运动 基本 公式 
当 Do 和 妃 贮 为 凸 体 时 ,我 们 得 到 公式 (6.9.14) 的 一 个 重要 
的 特殊 情形 , 即 关 于 凸 集 的 运动 基本 公式 : 
| dK,—0, 9-0, (m y) 
Dın Doti 
工 5n—2 
利用 平均 曲率 积分 与 均 质 积分 的 联系 ( 见 (6.4,18) R, UK 
《6.3.13).(6.3.14) 二 式 ), 上 式 可 转化 为 下 述 形 式 . 


MILI -»a]. (6.9.50) 


dK,—0, 0; Sc r mmis. (6.9.51) 


|, n Dos 
公式 (6.9.50) 或 (6.9.51)， 虽 然 是 E, 中 运动 基本 公式 (6.9.14) 
的 特 款 , 却 十 分 重要 , 因为 积分 几何 中 接触 得 最 多 的 是 凸 的 对 象 . 
另外 , 值得 注意 的 是 , 在 推导 一 般 公式 (6.9.14) 时 我 们 曾 假 定 
8D。 和 8D1i 是 03 类 超 曲 面 ， 然 而 公式 (6.9.50) 或 (6.9.51) 对 于 
EH] ne Do, D, 均 成 立 , 这 是 因为 对 于 任何 凸 卓 面 全 可 用 光 兆 本 
曲面 逼近 。 
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6.9.4 平均 曲率 积分 的 积分 

Hi K x (Di Do) = (1/0, 3) M, 3 (0CDi 1 Do)) ((6.9.10) 
式 ) 可 见 ， 际 省 身 - 严 志 达 公式 实质 上 给 出 的 是 M(N Do) 
的 积分 值 ， 现 在 我 们 来 讨论 稍 广 一 点 的 问题 , 即 考虑 下 列 积分 


[suae (D D9))dKS, qi, 2, =, n—1, 
DinD-ü _ 


(6.9.52) 
, 仅 就 凸 的 情形 讨论 如 下 . 

”作为 讨论 积分 (6.9.52) 的 一 项 准备 , 让 我 们 先 考察 一 下 当 D 
为 E, p fh Do 为 Da rp hdi DG 时 公式 (6.9.50) 的 具体 形式 :这 
种 情况 下 , D8 是 E, 中 平坦 目 体 , 因此 Vo o, (00) -0 并 且 8D8 的 
平均 曲率 积分 MO 应 按照 公式 (6.4.34)、(6.4.85) 和 (6.4.86) 进 
行 计算 

当 hzn-—gHB, 


g-i ) 
Ma DH = Ag. O, MPa (3D); 


PU Oy, nq 
h 
n—i M31 
Me VS CODO) -( ) 0, v is CDU) 
n—g-—i 


= C J ) On_q_i10g (D; 
g 
3 Acn-g-lH, 
M; (8D$) —0. 
将 这 些 结 果 代 入 (6.9.50) 式 , 则 有 


n 


dK 70, 0; [0, V1 22^ 0, iso (D Ma 


^) 


NM 
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("ed 
DE » 


Os. MIO Miaa]. (6.9.58) 
"Oan 


现在 我 们 依 两 种 不 同 的 次 序 考 虑 积分 
dK; dL, 


EM 

一 种 次 序 是 ; 先 让 D, Bs, AIB d, 在 Ua. D. (DaN Do) #0 

上 的 积分 ， 然 后 再 对 一 切 致 Din Dox9 的 位 置 积分 ， 利 用 
(6.5.8) 式 ,有 | 

Le Jana Mei (CDs DK, 

(6.9.54) 

另 一 种 次 序 是 , 保持 La BRE BB dC. 在 {Ds DaN a N Do)} 上 

的 积分 ,然后 再 考虑 dL, 在 {Lt Do Dos) 上 的 积分 ， 注 意 , 这 
时 Ln Ds 相当 于 (6.9.53) 式 中 的 D8。 从 而 有 


1-0, 20, | [o " I 0, Vo (I4 HD) ML, 
EgnDox n—1i 
n 
( g ) 


nun 
1 bi n h+q—n , 


pr h4-1 n-—1 
` h 


Or MIR (0 TaN Do) ) M1. a. ds (6.9.55) 


Kom 
AF os 03, N Do) BETA n] 35 Santaló AR (6.7.11) 8 t, BD 


O20O,_ O 
f. Darg cal(La Dd. =- OO Vo. (6.9.56) 


My (QC N Do) ) BU, 由 (6.5.12) 式 ,应 为 
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f, s MEON DAT 


= Ona: OO -q 
Dr DO Me". (6.9.57) 


将 (6.9.56)、(6.9.57) 二 式 代入 (6.9.55) 式 并 与 (6.9.54) 式 比较 
最 后 得 到 


(1] 
[2) 
[31 
[41 
[51 
(61 


(3 


f. n D Me OD N Do) JaK, 


atO |0, (ViM$ tV oMi) 


eu) 
OPEP 07 
"nC 920,3 SS " mj "70 


n 1 
Oa a (h4-1)0, 10. qs Mis Ms], 
q=1, +, n—1 (6.9.58) 
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积分 几何 的 应 用 


在 第 六 章 中 我 们 系统 地 论述 了 %% 维 欧 氏 空间 积分 儿 何 ， 本 章 
集中 讲 这 些 理论 的 应 用 . | 


$7.1 三 维 欧 氏 空间 积分 几何 概述 


E, 中 积分 几何 自然 包括 % 一 3 的 情形 在 内 。 但 是 在 三 维 欧 氏 
空间 的 场合 , 有 着 更 易 把 所 的 直观 意义 , 实际 应 用 也 最 广泛 ， 为 了 
以 下 引述 的 方便 , 这 一 节 对 Es 中 积分 几何 的 主要 内 容 作 一 概述 . - 


7.1.1 E, 中 的 运动 群 
H a= (a), b= (5) 99 8x8, 8x 158 pk, HER 
a'—aa--b, aa! — I - (0.1.1) 

的 矩阵 方程 定义 的 从 E 到 其 自身 的 变换 构成 一 群 ， 称 为 Es 中 的 
运动 群 , 记 为 沈 . 它 同 构 于 以 矩阵 

a b 

7 1 
HERRIE JEE 
ewm" vr P 

0 0 
的 每 个 元 都 是 左 不 变 的 , xem Hop 884-1) /2- 6 TREER ED 
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M 之 一 组 Maurer-Cartan ER. B 
Q,—a da, Qa=o db, 
则 结构 方程 为 
da= — Q1/AQ;, Qa= — Q1/NQ3, (1.1.2) 
利用 条 件 sw — 1,78 
Q, =at da =a" da = — daa -Qi, 


B O ERRE. E 


0 02 6043 004 
Q1-—]| 一 013 0 €; j 023 = | ws], 
一 (414 tas oJ CD3 


其 中 ws, Os, O, wr, wa, ws 便 是 M 的 一 组 Maurer-Cartan JE 
式 ， 而 结构 方程 则 可 明白 表示 如 下 ， 
| Cla 一 一 Ca 人 Necoss， 
T = — 0323/N038, 
i Casa 一 一 31/13, (7 d. 8) 
do, — 035/03 — 933/NO5, 
dws — 615/N01 — 0933/03, 
\ deag = 033/01 + as/ Na. 
B no e$, e2, 63) 表示 圈定 标 架 , (Pi 61, ea 69) 7 gps 62, 02, 63) 2 
活动 标 架 , 其 中 cH AA 


5 3 
dp= Bowes de,- 2i jili, ($21, 2, 3), (7 .1.4) 
利用 ee 一 3 , 有 


n= dp*6;, C4 7d6;*6j, Wat 0,470, å, j—1, 2, 8, 
(7.1.5) 
1g 6.1.18), (6 i.2D 二 式 ， 加 中 绕 定 点 旋转 的 旋转 群 的 不 变 体 
积 元 为 
Pies sa/ Nena com da Ns, (7.1.6) 
其 中 dua 为 Ua d£ e; A iniba MIR, dui 为 Ui 3E es 2 4 M Ab 2r S0 
元 (Ws 是 球 心 在 原点 的 单位 球面 ,0 为 es 与 6s 所 决定 的 平面 上 以 
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RAJA- DK AMHA). p (6.1.28) R, Mo 的 总 体积 为 
m (Do) = 20530, = 16z?, (r.1.'7) 
者 考虑 的 是 特殊 旋转 群 则 应 为 8a. 
有 :中 运动 群 的 运动 密度 为 
dM = c4 ANOA Os AN O/A Wis NW — AP A dN (7.1.8) 
其 中 dP = Cd 人 oa 人 os 为 Es 中 点 的 密度 ， 


4.1.2. 加 ,中 直线 和 平面 的 密度 
在 E, 中 我 们 讨论 过 维 平面 的 运动 密度 ， 得 到 下 面 的 公式 
( 见 (6.2.5) 式 ). 
dL, = /ons/ NOS, a, B=r+1, +, mi=l, =, m, 
(7.1.9) 
在 Es 中 相应 的 对 象 为 LaF La, D. 8] Es 中 直线 看 时 简 记 为 G， 
而 La Bp Bs 中 平面 有 时 简 记 为 召 ， 当 了 一 工时 , (7 .1.9) 式 给 出 


dG 一 dI 一 O412/AO33/AO2/NOS$, «f . 1 .10) 
M r=2 H, (7.1.9) 2818 
dE — dLa — cs/NO23/NG$. (0.1.11) 


在 6.2.4 段 中 我 们 介绍 过 QL 的 另 一 表达 形式 、 人 和 假定 Laro. 
为 过 定点 om HL B (n—r) 维 平 面 ， p= L.(1L, 0. 以 
do 表示 -rro 在 2 点 的 体积 元 , 则 有 ((6.2.19) 式 )， 


dL, = do, 人 ET «ts. (7.1.12) 
具体 化 到 Es 的 情形 ,有 ?一 工 和 ?一 2 二 款 ， 当 ?一 工 时 ， 
dI, 一 do s/Ad Lo;, (7 ° i . 13) 


其 中 Lao 为 过 O 而 垂直 于 直线 五 的 平 商 (交点 记 为 从 ，des 为 
Lyo 在 2 点 处 之 体积 元 . PG Lao = dL, 等 于 Us 在 平行 Ta 的 ex 
之 终端 处 面积 元 ， 故 (7.1.13) 式 亦 可 写作 

dla — dos/N\dua. (7.1.14) 


M r=2 时 ， 
dLa= do'4/Ad Luo, (7 ` 1. is 


其 中 Zaro 为 过 和 而 垂直 于 平面 Ls 之 直线 . 以 p 表示 垂 足 ，O 到 
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的 距离 记 为 p。do; 是 Lyo 在 2 处 之 体积 元 (一 维 体积 元 )， 邵 
dp, dLa 为 Us 在 垂直 于 厂 的 % 之 终端 处 的 面积 元 . 因此 
(0.1.15) 3&6 n, 
dL; —dp/Adus, (7.1.16) 
公式 (7.1.14) 和 (C7.1.16) 中 都 涉及 到 球面 Us 的 面积 元 dus. 
车 单位 向 量 »w 的 终端 之 球面 坐标 为 (1， 吕 ,四 ， 则 2 的 方向 余弦 
为 


vı=sinĝ cosd, vo=sinOsing, vs=c080. (7.1.17) 
而 U0; 在 2 的 终端 处 的 面积 元 为 
du; sin 9 dd Ndo. (7.1.18) 


FL .1.17) 式 ,此 面积 元 亦 可 表示 为 
dua= Ce = tAds = Adra, (7. 1. 19) 


相应 于 Es —— ARKR, 可 得 到 平面 和 
直线 的 密度 若干 具体 表示 形式 . 
设 原 点 0 到 平面 加 的 距离 为 p，z 为 起 点 在 原点 而 垂直 于 加 
的 单位 向 量 ，v 的 终端 的 球 坐 标 为 ([，B$， 人 站， 则 由 (7.1.16) 和 
(7.1.18) — 3k, 7H 
d E —sin 0 dp/Ad6 Ado. (7.1.20) 
BFH E AYE as+by+y=1 mE, p 之 意义 如 前 ， 则 此 
平面 的 法 向 量 的 方向 余弦 为 pa, pB, py. L, BEET E BS Bohr 
向 量 > 的 终端 之 球 坐标 为 (1, p, 0. WE 
&— p ! gin Ó cos $, 
D 


y-—p !ocosD. 
于 是 da/AdB d'y = p^* sin 8 dp/Nd8 Ade. 
由 此 得 到 
Sa AdB Ady 
dE [CEN ER LE (7.1.21) 


2 


若 平面 方程 为 Doo — -1 则 由 (7.1.21) 式 ,有 
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mpi ENE aaa 
设 直线 G 与 soy 平面 之 交点 为 (w, y), G 与 02 轴 的 夹 角 为 
?7， 又 , 若 严 为 过 (2 妇 点 而 垂直 于 G 的 平面 ,显然 ww 与 coy 的 来 
AIRRA y. MEP tæ, 急 处 的 面积 元 为 
do '4— cos y do/Ady. (7.1.28) 
由 (7.i.14) 式 ,有 
dG = cos y de /dy /Ndua, (7.1.24) 
其 中 dus 为 Us 在 平行 于 G 的 单位 向 量 终端 处 的 面积 元 . 若 已 知 
G B8 71 RIZA Vi, Pa, Vs, 由 (7.1.19) 式 ,有 
dug = (dyi/N\dv2) /vs. 
另 一 方面 ,za=cogy， 于 是 由 他 . 工 .24) 式 ,有 
dG = dvi /Ndva/Ndo/Ady, (7.1.25) 
TER GH a-—anrp,y-bztg 给 出 ， 显 然 , 直线 M aoy 
平面 的 交点 为 (p, 9) ,而 G ARIKA 
pza tat 52) 3, va b(1-Fa?4- 93) 3, 
v= (1-ca?4-89) 2, 
利用 (7 1.25) sk r ED RA | 
dG — (1-- a? -- 5?) ? da Adb /Adp/A dq, (7.1.26) 


7.1.3 一 些 基本 公式 

第 六 章 中 所 介绍 的 E 中 的 各 个 积分 公式 ， 特 殊 化 到 三 维 欧 
于 空间 均 有 十 分 直观 的 几何 意义 ， 今 搞 要 概述 如 次 (其 中 有 一 些 
前 面 已 经 提 到 过 ). 

车 以 了 表示 Bs 中 同体 下 AREP, F 表示 投影 面积, 则 有 
(9,(6.3.20) 2) 


1 
F=f F, dus, (7.1.27) 


关于 平均 曲率 积分 , 有 公式 ( 见 (6.4.25) 式 ) 
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N= 让 | Ludus (7.1.28) 
2g Ju, 
及 ( 见 (6.4.26) 式 ) 


,_1 
M= zhe 4 dua. (7.1.29) 


公式 6.5.8, (6.7.11) 具体 应 用 于 Es rni K 或 其 边 
ROK, 则 有 如 下 一 些 公 式 (V, 五 依次 表示 K 的 体积 和 表面 积 ): 


| dL,— M, (7.1.80) 
lan K9 
| eia nO dL -2aV, (7.1.81) 
L nK 
| da=% F, (7 .1.82) 
LnKe 2 
| oa(Laf K) ds - 2nV,, (1.1.88) 
L NE+Ø 
f ei(E5 9 K) daa =Z- F, (7.1.34) 
Ln Ed 2 


Es 中 的 运动 基本 公式 一  Blaschke 公式 为 
x (Di Dg) dK 4 — 8a? ( ox CD3) + Vix (D9)) 
42a CFoMi+ FMo). (7.1.85) 
对 于 Bs PH Ko, Ka, WE 
dK4,-—8a? (V42-V4) -2z (F9M?* - F,M9), 
(7.1.86) 


车 D, 是 凸 体 Ka (K: 的 体积 ,表面积 及 96K; 的 平均 曲率 积分 仍 分 
Sig Vi. Fi M3), W DoHbmA44ASOTCHEKE B ERU, 
cm A hk REERER, HV F RM 依次 表示 五 的 体 
积 、 表 面积 及 边界 的 平均 曲率 积分 ， 显然 ，x(Di 由 Do) 正好 是 Do 
中 与 D, 相交 的 凸 体 的 个 数 ， 记 为 态 ， 它 依赖 于 D 的 位 置 ， 运用 
(7.1.35) 式 ,有 


|N aki 22m [An (V +V) + FM!+ F.A), (7.1.87) 


| n De 


| 
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公式 (6.9.16) 给 出 下 列 有 具体 结果 : 
f Vo dK;—82? VV, (7.1.38) 
Knk,49 


| Fa dKı=82(FWV1+FV o), (7.1.39) 
KinK;29 


| Ma GK,—8a*(V,M?- VoM?) t (2*/2) FoFi, 
(7.1.40) 
其 中 Vor 表示 交集 KN Ko 的 体积 ,Fu 和 Mo 分 别 表示 eK N 
Ko) BUE BURUE-3] Hg ER AY, 


7.1.4 动 图 形 是 凸 柱 体 的 情形 

GRE EQUI Bs 中西 体 , 动 图 形 是 凸 柱 体 ， 我 们 希望 导 求 在 这 种 
情形 下 运动 基本 公式 的 具体 形状 以 及 其 他 一 些 积分 公式 . 

设 O 为 Es 中 一 定点 ，Za_rro 表示 过 点 0 的 (8 一 PD) 维 平面 (p 

-1, Lpo = Lato) 即 过 点 O 之 平面 ; p=2, Ls. gro = Lago 为 过 点 
O 之 直线 )， 假定 Ds 是 Ds xo; LAAIE, HELE .Day 引 
EZT Les_reo 的 Lo 一 切 这 样 的 Ly 组 成 柱 体 Go. 车 任意 固定 
Ls..sto, 则 柱 体 的 位 置 取决 于 Di, 在 Lepo) 上 的 位 置 . 故 tk 体 
Zs 的 运动 密度 应 为 


dZ, dL; so/NÀAK? *, (7.1.41) 
其 中 Lono 是 定向 的 , 而 aK 表示 空间 La sro; 中 的 运动 密度 . 
M. 53 — fa BCB , 车 任意 固定 上 述 某 个 Lo 则 柱 体 的 位 置 由 绕 Ly 的 
旋转 所 确定 。 从 而 有 
| dZ —dL;/NdK ip (7.1.42) 
其 中 dK 表示 绕 Lo 旋转 的 密度 ， 又 ， 若 以 dK? 表示 Ly 上 的 运 
动 密度 , 则 E. 中 运动 群 的 运动 密度 DOC 显然 可 表示 为 
OK —dL/AGKuANCK? —dZ,/NdK?, (7.1.48) 
柱 体 Zs 的 形状 完全 取决 于 其 正 截 面 Ds_s 的 形状 . 我们 用 
ODs. 《作为 Fa oto 中 的 流 形 ) 的 平均 曲率 积分 作为 柱 体 Zs 的 至 
均 曲 率 积 分 之 定义 。 
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二 我 们 求 出 了 柱 体 2 的 运动 密度 形式 及 其 与 Bs 中 运动 
和 二 密度 之 间 的 联系 并 且 定 义 了 柱 体 (或 柱 面 ) 的 平均 有 曲率 
积分 ,下 面 就 p=1 和 p=2 两 种 情况 分 别 导 出 以 柱 体 为 动 图 形 的 
一 些 积 分 公式 . 

当 p=1 kf, Ls goa, 是 过 点 O 的 平面 ， 而 Ds s 即 平面 
Lxo; 上 某 个 有 界 凸 域 . 此 时 正 是 通常 的 柱 体 ， E eE D, 
而 垂直 于 Lao 的 石上 截取 出 以 z 为 中 点 的 、 长 度 等 于 2p 的 区 
间 ， 对 每 个 六 都 这 样 处 理 , 便 得 到 一 个 正 截面 为 De_v、 高 为 2p 的 
柱 体 , du Zalo. Wt Zi(oMEI Ki 运用 公式 (7 .41,86) 及 GK 
的 表示 式 (7 .1.48), 然后 今 poo 取 极 限 , 得 到 


us Lfe aya. 
[ss ennt n 
432 [ Fo (In 229) + (pL+2f) ar |! 
—2m (zx F,--An f + M9L), (7.1.44) 


其 中 Fo MRKAR 8Ko 的 面积 和 平均 曲率 积分 , 而 了 和 工分 
别 表示 柱 体 正 蕉 机 的 面积 和 周 长 ， 注 意 作 .1.4) 式 中 用 到 了 正 柱 
体 平均 曲率 积分 公式 (6.4.80). 

用 类 似 的 推理 由 (7.1.38)、(7.1.39) 和 (7.1.40) 三 式 可 以 得 
到 如 下 几 个 公式 : | 


| Va dZ,-82?V, f, (1.1.45) 

ZınK #8 D. 

| Fo dF1 = 8m? (Fo f+ VoL), (1.1.46) 
ZinKQ6 


| META (Mor + 4x odes? FSL). 
(7.1.47) 
M 2 一 2 时 ， La_y-0 = Lato 是 过 定点 之 直线 ,而 Dao, 这 时 应 是 
Luo, 上 一 线段 S， 以 4 表示 线段 S 的 长 度 ， 此 时 柱 体 Za 实际 上 
是 Es 中 二 平行 平面 构成 的 宽度 等 村 Agpas 5B. 3S4 Y Zidg 
情形 , 在 垂直 于 Luo 的 平面 Da 上 以 ES 为 圆心 作 半径 为 o FER 
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盘 ， 这 样 将 形成 柱 体 Za(p). 以 Za(p) 作为 Ki， 利用 密度 关系 
dK,-dB/AAK? 和 公式 (7.1.36), 然 后 令 poo 取 极 限 , 可 得 


= i 1 2 24 
INE dB lim Ag) p? [9 (Fo 二 mp ) 


+2n| Fo ($« “2zzp 十 xA)+ (2p? + 2x p4) M^ J} 


3 

— M*4 2A, (1.1.48) 
类 似 地 还 有 
| Va dB- 22V vá, (7.1.49) 
BNE, +0 
| Fa d B— 2n (2Vo+ FoA), (1.1.50) 
BnK,«0 i 
| ^ MadB-(a/A4)Fs4-2mM*A, — (T.1.51) 
BNK, +9 


注 关于 加 Hik LEHET A SEJUSPE,g LL). 
不 过 我 们 下 面 只 用 到 三 维 的 情形 . 


$7.2 立体 学 大 意 


7.2.1 立体 学 的 研究 对 象 

dE. 中 随机 地 分 布 闭 一 些 凸 的 颗粒 ( 即 凸 体 )， 由 于 材料 的 
不 透明 性 等 等 原因 ， 要 直接 了 解 这 些 颖 粒 分 布 的 一 些 数量 信息 有 
时 很 困难 . 常用 的 办 法 之 一 是 先 考察 空间 的 随机 裁 割 ， 比 如 用 平 
HERH, 获得 这 些 颗粒 的 截 口 在 平面 上 分 布 的 有 关 信 息 ,然后 利 
用 这 些 二 纵 的 信息 估计 出 颗粒 在 三 维 空间 中 分 布 的 状况 .、 除 用 平 
面 去 截 害 而 外 ， 也 可 以 用 直线 、 带 形 或 柱 体 去 截 割 等 等 ， 这 类 利 
用 某 种 截 割 土 的 数量 信息 估算 三 维 对 象 的 数量 信息 的 方法 ， 便 是 
立体 学 或 立体 度 测 法 的 研究 对 象 ， 立体 学 是 一 门 交 缘 学 科 ， 它 与 
许多 学 科 有 密切 联系 ， 许 多 应 用 科学 向 立体 学 提出 课题 或 提供 问 
题 的 背景 ， 而 随机 数学 和 积分 几何 则 为 它 提供 了 坚实 的 理论 天 
LR 
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7.2.9 一 般 性 的 讨论 
假定 Bs 中 随机 分 布 着 一 些 全 等 于 是 体 的 凸 颗粒 ， 五 的 
体积 为 了 ,表面积 为 了 ,8K 的 平均 曲率 积分 为 于 ， 设 EK Wih 
体 (或 称 探测 器 )， 其 体积 、 才 面积 和 边界 的 平均 曲率 积分 依次 为 
Vi, MM. UT OKiBHME—QLE, 5 Ki 相遇 的 颗粒 的 总 数 
N, RRT, AREN PF 以 及 总 平均 曲率 积分 M 一 般 依 束 于 
KK; 的 位 置 , 即 它们 都 是 随机 变量 ， 太 .六 FREM ngama 
Sig N*. V F RM RNK H Vs, Fs, Mi, NT, 
V*, FUfü M' RV, F, MAR pCEs 中 平均 每 单位 体积 中 颗 
取 半 径 等 于 且 的 球体 作为 Ko, 由 (7.1.36) 和 (7 .1.38) 二 式 ， 
| dK,- &a(5. a RV.) --o( Ae RPM FP d m), 
| V aK. :一 | PVV oad K ,— pV 87? z e RV, 
Lenr ee KnE.d 
于 是 | 


Pim i n v AK. | AK.) oV V 


R-oo 
| (7.2.1) 
利用 (7.1.39) 式 ,有 
f PdKı=p 4 sRe| Fo, d K4 
Ki,nK,48 o ` ,RNK,+Y 
= pE aR -8a? (FV +V1F). 
从 而 有 
rlin(| Pa /| i dk:) 
由 (7.3.1)、(7.3.3) 二 式 ,有 
V= Fat V (7.2.8) 


pla pVi 7 
` e + 217 * 


利用 (7 .1.40) 式 ,有 


| M aK,-p. S aR? | Ma dE, 
Rink. o. Kinmeg 


一 paR (8a VM+ MV) + (rs/2 FF]. 


由 此 可 得 到 
M'-p ( V M+ MV + FF), (7.2.4) 
由 (7.2.8)、 (7.2.4) 二 式 , 有 o! 
| L Piza om . 
M=- — [rim -FrV + (g Fi- ay.) V | 
(7.2.5) 
利用 (7 .1.87) 式 ,有 . 
[Sar, 3a. $ 4 Do[Ax(V +V) -FM a4 PM]. 


由 此 可 求 出 


N*= + lia V +V) +FMa+FM]o, (7.2.6) 
4 (7.2.8), (7.3.5) 二 式 代入 上 式 ,得 到 
POTI Gaii thar i Er 
F. HI 9 EN w 3 y*- 
(E - Vi -g Tiy (7.2.7) 


上 述 公式 (7.2.8)、(7.2.5) 和 (7.2.7) 解 决 了 我 们 所 提出 的 问题 , 
Miis N*.V*F* M* Va Fa Ms 来 估计 p V FM, 
取 柱 体 作为 动 图 形 ， 与 上 面前 讨论 类 似 ， 由 CT. 1.44). 
(7.1. 5). (7.1.46), (1.1.47) 、(7.1.37) 等 式 ,可 导出 下 列 诸 式 ; 
V*—pV, 
E*=pF +pV (L/f), 
M*— pM +pa(V /f) - pa? FL/QGf), 
- Neb» ML) 1), 
op LM f qxdHett YE RR P KMAR, N V" F A ze 
意义 与 上 述 情况 类 似 , 不 二 一 费 述 、 由 (7,2.8) 式 立即 得 到 
-XI8 。 


(1.2.8) 


" ef ye 4 | (7.2.9) 
M= VL (gppoye 
p gf dem D | 
xy  LM* fal? — zl?YLV* 
dub lir rra +F Jet E) 27 
若 动 图 形 为 宽度 等 于 4 的 带 形 B, WA 
V*=pV4, F' -o(FA--2V), | . 
a. -" M (7.2.10) 
M -e(Ma-5 F), N*-p( 44-25). 
由 此 得 到 
V* a E*V" 
a? pa H 
ar; 8M" B wd 223 V* 
人 (7.2.11) 
aN” BMA aE” Ar 2a V 
/本 DEEZ l 


7.2.3 切片 法 一 一 用 平面 截 害 

Wd Qi pP TB) DNUS. 假定 这 些 颗粒 皆 
MUTFAK. 相似 于 天 且 相似 比 为 Wg EK. a=. 
对 应 于 下 HE MKEK, X, 设 @ 中 平均 每 单位 体积 里 含有 
的 相似 比 在 入 与 和 +a% 之 间 的 颗粒 数 为 H Ad, 

以 随机 平面 召 截 割 @, KRISETEAM, RHEEN 上 的 
EAR, EN 的 单位 面积 里 含有 的 面积 介 于 o 与 ot+do Zl 
的 截 口 数目 是 一 随机 变量 , 其 数学 期 望 设 为 h(o)do. 

RO ENAK 的 面积 o 也 是 一 随机 变量 , 此 随机 变量 的 分 布 密 
EWH plo). AWR ENK 的 面积 介 于 o 与 odr 之 间 的 概 
EH plode. HENK BW NECK IB es, WA 

(gC)ao=l, (7.2.12) 
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ili c 的 数学 期 望 为 
NEC (ENE) ag/[. 
-2aV/M, (7.2.18) 
Hob V EE MB, M JROK 的 平均 曲率 积分 注意 ,此 处 用 到 
了 (7.1.80) 和 (7.1.88) 二 式 . 
现在 转 而 考虑 E, WENK, 的 面积 o 的 分 布 密度 为 g(a， 
A), RAH ALR, KaK, N eCo, 1) 一 $(o)， 由 于 入 是 相 
似 比 , 故 有 


ER 


"ne 


plo, 3) $7 C). 
TR 
po, V=- $( 2). (7.2.14) 
LEES dre AE n Hi D MERE = 服从 均匀 分 布 . 
如 NK 的 半径 记 为 ,面积 以 o 表示， 由 关系 
ae a 


Rf, d& 1 ENE KERE o 5 o t do 之 间 的 概率 为 
1 
l ala oya 79 
于 是 有 


-1 72. 
POT HF (2429 


由 (7.2.14) 式 ,对 EC, 


ple, M - 1 1 


24/ mM (ag) «OO mA(nM o) ? 
(7.2.16) 


$c, DI VC (7.2.17) 
Wt 68 和 9 的 平均 曲率 积分 分 别 为 We 和 2x， 则 与 @ 相 
JANE E REIS KK 相遇 的 概率 为 


».220 .. 


| dn / | dE-— M,/M,. 
ENK +ø BN 


由 于 五 (aX 表示 @ 中 单位 体积 里 所 含 的 相似 比 在 入 与 +a% 
.之 间 的 颗粒 数 , UIS Q 之 体积 为 Fo, WI Q 中 含有 的 相似 比 介 于 和 
5 A dA Z iB Bt BUR dA VH Ada. AIE 
5— (M,/MQVoH OA, 

是 与 @ 相 过 前 平面 五 所 能 遇 到 的 相似 比 在 入 与 + 以 之 间 的 颗 
MAZEE L, AA ENAK, 的 面积 介 于 oa 与 aotdo Ze 
概率 为 plo, Ado, i 

| (M,/MgVeH (o, Adh do (7.2.18) 
XR IE P XR ARES LUI D SEES IP S Ai TAH Atd zM, 
EK, 的 面积 介 于 g 与 ot+do 之 闻 . BRAR (7.2.18) 从 和 = 
(T/m) R A= co 的 积分 ,得 到 


do F " (M,/MgQ)VeH (X) (o, A)dA, (7.2.19) 


它 等 于 面积 在 go 与 ot+doc 之 闻 的 截 口 ED, 的 个 数 的 平均 值 . 
THREUE(Co/o,)7 AE K, 被 召 截 出 的 最 大 面积 是 Moss, 
zt A(o/os)? W Ano. 
53 —Ji Wi, h(o)do 表示 E YQ 中 单位 面积 里 含有 的 面积 在 
5 o de 之 间 的 截 口 个 数 ,而 EN 的 面积 的 平均 值 为 2xVo/ We 
( 见 人 .3.18) 式 )， 因 此 


f. "n (M,/M$Q)V&4H (3)é(o, da= (2mVo/Mo)h(o). 
由 了 ,~ 和 AM(M 表示 9K 的 平均 曲率 积分 ), 以 及 (7.2.14) 式 , 上 
ASE 
| (c, HOD). Qa M). (1.2.20) 
ETE US En 的 观测 计算 可 近似 地 表达 出 函数 A (o). 在 
此 基 副 上 ， 可 由 方程 (7.,2.20) 解 出 已 ()， (7.2.20) 式 是 一 个 积 


分 方程 ,其 中 少 依赖 于 显 粒 .及 的 形状 . 
*« gal - 


7.9.4 球形 颗粒 
现在 我 们 来 运用 上 一 段 的 结论 讨 沦 球形 甘 粒 . 
取 单 位 球 作为 K. 这 时 到 =4r, on=m AA AGAH) E 
球 K, 的 半径 .利用 (7.2.15) 式 ,(7.2.20) 式 具体 化 为 
f. —-HOOdA S .mh(o), (7.2.21) 


/mu A gg (AH — o)? 
置 ma 一 s， Ha) =H (G/2) 5) BUR ha (o) =2mh(o), 则 上 式 变 
成 | 


[GS LL hao). (1.2.22) 
e (8—0)12 
(7.2.22) RÆ A Abel 型 积分 方程 ,其 解 为 
o LL (^ Md 
Hi(s) = Lf YT (1.2.28) 
仍 以 五 (和 和 ho) 来 天 达 , 则 为 


HO)—— jun ms dc, (7.2.24) 


如 前 所 述 , h(o)do 表示 E YQ 中 单位 面积 里 记 含 的 面积 在 o 
与 o+doc 之 间 的 截 口 数目 ， 在 球形 颗粒 情形 , 截 口 为 圆 盘 ， 若 不 
用 圆 盘 的 面积 c 历 改 用 圆 盘 的 半径 ” 作为 变量 ， 从 实践 的 观点 看 
也 许 更 直接 一 些 ， 由 ac 一 mr? 有 
h(o)do — h(ny?) 2ar dy — g(r)dm, 
其 中 g(r) =2arh (ser?) , 
即 


h(o) -L0 (7.2.25) 


此 时 g(r)dr 之 几何 意义 是 ; 在 召 N Q@ 中 单位 面积 里 所 含 的 半径 在 
与 ?十 dr ZAWARTA. 将 人 .2.25) 式 代入 (2.2.24) 式 ,得 
到 


uo)- (ge ) eos (1.2.36) 


此 公式 由 Wicksell 首先 导出 ( 见 [21)， 
222. 


4.9.5 近 球 颗粒 
从 实际 应 用 的 角度 君 , 讨论 非 球形 的 凸 颗粒 是 必要 的 ， 前 页 
已 经 说 过 ， E &nmPUS dà RE (o) 


$(c)- [zs (7.2.27) 


0, 当 O 77 On, 
由 此 诱发 出 如 下 的 概念 设 K 为 凸 体 ， BREK AFER ER 
的 分 布 之 概率 密度 函数 %(c) 具 有 如 下 的 形状 ， 
$(0) = RE 7^, MO OKOS n, 
M O77 05, . 
其 中 ac AEA. RIER D DEO IE BR ERIS RIA. 
让 我 们 先 对 参数 u 可 能 的 取 值 范围 作 一 些 讨 论 ， 根据 
(7.2.12) 和 (7.2.18) 二 式 , 有 
a 


Om 
— -H demo glt" = 
f alam- 0)” do I gi "-—], 


(1.2.28) 


f aree e trn qo qo gi"- a. 
E i-acp BERTA 
4 一 DO p= (Moy/2nV ) —1, (7 ,2.29) 
由 《7.1.27) 式 可 以 推 知 uÁ 
Cn >F/4, (7.2.80) 
又 ,由 Minkowski 不 等 式 ( 见 [31) | 
M?z4nF (7.2.81) 
以 及 三 维 经 典 等 周 不 等 式 102-368 V 不 难 推出 | 
MFi2aV, (1.2.82) 
H (7.2.80). (7.2.82) — X ar Bil n] 48 
- (Mos /2aV) 129. (1.2.88) 
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当 /去 时 ,由 (7.2.39) 式 知 om 一 Sa / M, ERR Minkowskt 


不 等 式 (7.2.81) 及 等 周 不 等 式 , 有 
Am / F N32 
o -3V < 9aV < EAC .F 
"M “NaF IV ac^ 4" 
B (7.2.80) (7.2.84) IF, 8 
a, d, (7.2.85) 


(71.2.84) 


从 而 此 时 E 必 为 球体 ， 由 (7 .3.29) 式 , 这 时 am E 1, 
”对 于 近 球 颗粒 ,积分 方程 (7.2.20) 具 体 化 为 


AH (A) = 
auj (ofomia (Aag — 0)" da= 2:h(o). (7.2.86) 


(7.2.36) 式 称 为 广义 Abel 型 方程 , 其 解 为 
HQ)-- do A717? sin um | ... M (p) do. 


aM omi (G— 0g )* ^ 


(7.2.37) 


7.2.6 穿刺 法 一 一 用 直线 探测 
与 7.2.8 段 相同 , 假定 QUE E TB BUT fs E 的 颗粒 , 相 
似 比 等 于 》 的 记 为 K. MEINER G 与 Q@ 相交 , 与 8 相遇 的 颗 
粒 被 G 截 出 一 些 弦 ( 截 痕 ), 它们 是 GNQ 上 的 一 些 区 间 . 在 Gne 
上 单位 长 度 里 所 含 的 长 度 介 于 了 与 1+ 史 之 间 的 这 种 区 间 的 个 数 
记 为 hd， 又 , 互 (和 ) 之 意义 同 前 ， 问 题 仍 在 于 从 有 OD) 求 H(%). 
2k GN 的 长 度 的 平均 值 为 
n ?3 (G NQ AME dd 2a o (F Fo) 
= Ve 
$. 
因此 ,GNQ 上 长 度 介 于 1 与 1+Q 之 间 的 截 痕 数 的 数学 期 望 为 
(4Vo/Fq)h (0)di, (7.2.88) 
另 一 方面 ,对 于 与 @ 相交 的 直线 GI, 与 G 相遇 的 相似 比 在 入 与 和 十 
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dj, ZEER RART 
(F,/ FAV oH (dA, 
3p Fo 和 P, 分别 表示 Q 和 K, 的 表面 积 . 

L, 随机 直线 G 与 同体 K 相交 , 防 长 为 随机 变数 . 设 此 随机 
变数 的 概率 密度 为 $()， 由 此 推 知 ， 对 于 OK, 3 GO E.QBERE 
介 于 了 与 ?十 好 之 间 的 概率 为 
. pl, V-A EUNA. 

从 而 在 GnQ 上 长 度 在 1 与 1 到 之 间 的 纺 Gn K, 的 数目 平均 为 
di n (/FQVeSH OB, MdA, — (1.2.89) 
其 中 加 表示 G 在 玉 上 截 出 的 最 大 弱 长 ， 由 (7.2.88) 和 (7.2.89) 
两 个 表达 式 ,得 到 
[C FOVSHO)6Q, Wa (4AVo/ PO)h(D. 
设 玉 的 央 面 积 为 也 ， 则 ,的 表面 积 为 XP X, $l 9- 
l2). Kcü 
MELUDE OU (4/F)&(D. (1.2.40) 
公式 中 的 画 数 上 与 KK 的 形状 有 关 ， 且 看 一 重要 特 款 . UE 
是 百 s 中 单位 球体 , 球 心 到 直线 G HEN “服从 均匀 分 布 , 由 人 2 一 
1 ,3 
1-7! TE 
$0di- d; di, 
X,l,-2, 五 =4m。 从 而 他.2.40) 式 具体 化 为 
2 
| NOTER (7.2.41) 
此 式 的 解 显然 为 
H=- 2 (4m). (1.2.42) 


«225 。 


7.2.7 晶 粒 估计 问题 
现在 我 们 假定 凸 颗 粒 填 满 空 间 , 类 似 于 结晶 体 那样 的 状况 , 希 
RUE A NUR T RORIS E UR C A 的 状况 ， 
这 就 是 所 谓 晶 粒 估 计 问 题 . 
RREME A nL Mk EE Poisson 随机 平面 场 
将 空间 分 割 的 结果 在 这 种 假定 之 下 ， 了 且 . E. Miles 得 出 下 列 关 
R: 
n= (92/16) 943 =1.20945, (7.2.48) 
其 中 入 表示 单位 体积 中 颗粒 数 ，” XECRGERIED ECU DEL TEDEA TP I ALT 
数 . . 
有 些 作 者 指出 , 在 多 数 实 际 问题 中 上 述 假设 不 成 立 , 因而 提出 
另外 的 修正 模型 ， 例 如 Meijering 提出 的 公式 是 
| n=- (40) 8-9 (S ara 1.4581, (7.2.44) 


7 与 入 的 关系 ,与 颗粒 的 形状 和 在 空间 配置 的 状况 有 关 , 似乎 
很 难 找到 一 个 统一 的 公式 . 


$7.3 一 个 凸 体 包含 另 一 个 凸 体 的 充分 条 件 


T. 3.1 — ERA X 

关于 欧 氏 平面 上 一 个 区 域 包含 另 一 个 区 域 的 问题 ， 我 们 介绍 
过 Hadwiger 充分 条 件 ( 条 件 (4.2.18) 和 (4.2.14)) 及 其 等 价 形式 
(CRP (4.2.2) 58(4.2.8)). 推导 上 述 条 件 时 ， 需 要 对 一 域 含 于 另 
一 域内 的 运动 测度 作出 估计， 而 这 就 要 用 到 Blaschke 运动 基本 公 
AM Poincaré 公式 .由 于 在 三 维 空间 中 Poincaré 公式 没有 平行 
的 结果 ， 因 此 讨论 Es 中 一 凸 体 包 含 另 一 些 体 的 问题 时 就 产生 困 
AE, 韦 过 估计 二 匈 形 面 的 交 线 的 全 曲率 的 积分 ,可 以 绕 过 这 一 因 
XE. 在 此 过 程 中 ， 要 用 到 一 个 密度 公式 ， 它 是 公式 46.9.18) 的 特 


设 So 8:04 Ea pZ O? 26 8 oii, eT, Xeon hu S, ERAD 
密度 (6 一 0，1), da 表示 UNS 上 的 运动 密度 ， 公式 (6.9.13) 
建立 了 En 中 特殊 运动 群 的 运动 密度 dK dT. dT. 及 ora 之 
PRESA 

| dTo/NoEK=—sin" 1pdp 人 do7 人 oo， (7.3.1) 
Et p 表示 二 曲面 总 与 go 在 活动 标 架 原点 zESinsSo 处 的 夹 

fü. 现在 设 9K。, K HE, Cu, nna io O, 
Bp O=3KıNôKo. 这 时 gu 一 必 , 即 等 于 曲线 C TE c Kb i oc. 
X, 曲面 9 及 ,上 的 运动 密度 dT, 应 为 

l dT: = da,/Ndgs, 
其 中 da, 为 曲面 OK TE ”处 的 面积 元 , 而 p C 在 ”处 的 切 向 量 
H OK. o 处 的 切 平面 上 任意 指定 的 参考 方向 间 的 角 , 特别 说 来 ， 
自然 可 取 8K; 在 % 处 的 主 方 向 作为 这 样 的 参考 方向 ， 因 此， 
(6.9.18) 式 具体 化 为 
dsANAKs= sin? p dp/Adas/Ndas/ANdpo/ANdpi, - (T .3.2) 


7.52 ”一 个 凸 体 包含 另 一 个 凸 体 的 充分 条 件 
EEGA") 设 KQ-0, JE E pH RAME, l 
ROK HORAN. VMP 依次 为 KLMARURUERIBU OE, 
的 平均 曲率 积分 和 平均 曲率 的 平方 积分 分 别 记 为 MMN, RUAR 
i 
Ba* (Vo V3) — E a (Fols FiMo) 


- i {2POPILSCNoPI HL NAE) Am (Fo +F:) -AMoMaY 
>0 (7.3.8) 
Ea KQCKE;3u KiCcKo 的 一 个 充分 条 件 . 
UEB G x ERROK NAK WHR, ERRAT 
AED: 


| 


4 2R,.D0R S8 


(|^ ds) dK,, (1.3.4) 


- ^ 327 * 


为 此 需要 利用 关系 ( 见 [5]) 
xagin2p 一 (xp)2 二 (xftb)23 一 2xlox cosp, (7.3.5) 


其 中 x 为 OK 的 法 曲率 , rh (T9. 5) 8 
N xsin?’ p dg = F [(x4)3-- C(x) 2P cosg] t sin p do 


= (Sy 29) 71 C] c? [*— [n — P). 


(7.3.6) 
若 x( AWO, 则 有 
(S2 (D)- 1( D +a? | :一 | a 一 xD | 3) 
= (821) ! [6 Cx ME 
«2 (xO +P) 一 tas (7.8.7) 
di aP, WA 
(8x D= | x® + A | 一 | 一 x D | 3) 
«2 (Pta) ED (7.3.8) 


无 论 是 哪 一 种 情况 ， UREM GA EN $E xD—£«5. 由 
(7.3.6) (7.3.7) fl (7.3.8) s ERI 


F nsin’ pdp«2 (9 +x) — 3 min{fxo， x0, (7.8.9) 


利用 显然 的 恒等式 


min{x®, x c 一 二 (x + | 一 [x9 — xl), 


则 有 
[ x Sin sg dps (n +L) 十 二 2 |a 一 xp (7.83.10) 


其 中 等 式 成 立 的 充 要 条 件 仍 是 o — D 
利用 7.3.2) 和 (7.3.10) 二 式 ， 可 以 得 到 积分 (7 .3.4) 的 下 述 


估计 
Ix E (0) (1) 2 CO) (D 
lk (x 十 2 tg [x — xt [aao Nd NdpoN ap. 
&.3.11) 
: 228 * 


进一步 的 问题 是 对 (7.3.11) 式 右 方 作出 估计 ， 这 上 时 要 用 到 芍 知 的 
Enler 公式 
25 — x? cog? it- xf? sin? oj, (7.3.12) 


其 中 wf, P l OK, BERR, ACO. 12) SURE As 


2c 2x .| 
| cos’ r dz- | sin?y dv =v, 
0 0 


我 们 有 
f$ Ca? -aP dai Ade AN dp A dpi 


16m? 
3 


又 ,由 Schwarz 不 等 式 , 有 
| |o? — x? | dao/Ndas /Ndpo/Adqi 


(MoF3 MU), (1.8.18) 


1 
< Ga FUP) 并 | Gun =x)? das Ades Napo/Napr | * 
(7.3.14) 


利用 (7 .3.12) 式 ,有 
| x? da/Ndg,— a La(P)da- 22M, (7.8.15) 


| (x)? da; N dp: — ss (f Y da;— a faf xi? das 
= Ba N,— Aa? (7.3.16) 
由 刚才 的 二 式 可 得 
[ (9 —59) dao dos dps dg 


—62z* (NE, + NAP) 一 Sz? (Fo+ PF) — 8n? My M4. 


(7.83.17) 
E 0.3.14). (0.8.17) ZR, ET 


| [a — aP as da, /Ndpa Ado 
1 
«2a (FoF,[6(NsF;-- NiPo) Bu (Fo-- F4) — 8MoM1}. 
(7.3.18) 
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由 (人 .3.10 (人 7.3.13) 及 人 .3.18) 三 式 , 得 到 下 面 的 估计 式 : 
I4 a3 (FM + FAM) 


La BE [8(NoPi +N Fo) Ao (Fo Fa) 4419419. 
(7.3.19) 
SES (7.3.19) 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 :8 天: 与 9K6 在 任何 点 
沿 任 何方 向 的 法 蝎 率 彼此 相等 , 亦 即 aK 与 Kou "jh. 
妇 一 方面 ,由 Fenchel 定理 ， 
| x Us 27. 
Ü 
从 而 有 
I>2n | iK. (7.8.20) 
aK nae +g 


根据 此 式 及 Blaschke 公式 (7 -1.36), TORR EXE S6 
mom (K 3C Ks st K CK) = | aK,-Í dF 


KiNBo#g J aEiNeForg 


28a? (V,--V4) -2a (F,M4-- FMo) 一 ES I 
8a? (Vo V4 一 E a(o Mit FMo) 


E i 
— 2 {2FoF LS(NoRs - N FO) —An (Fs - Fa) -AMSMG1H, 
(7.8.21) 


此 处 等 式 成 立 的 充 要 条 件 仍 然 是 5 区 o 与 OK S 为 合同 的 球面 。 有 
了 不 等 式 (7.3.21), 显然 我 们 已 完成 了 定理 的 证 明 ， 


$7.4. 凸 体内 定 长 线段 的 运动 测度 
在 第 四 童 的 第 三 .四 两 节 中 , OP ESTE BET ADDE IRE PERLE 
长 线段 运动 测度 及 其 应 用 ， 现 在 我 们 来 讨论 E. 中 相应 的 问题 (本 
TAR LERRET | EE QS EAS 9E 8 97). 
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7.4.3. 加, 中西 体内 定 长 线段 运动 测度 的 一 般 公 式 
设 九 为 百 , 中 有 界 闭 凸 体 ， 刀 之 体积 和 表面 积 ( 忆 的 边界 07 
B3 —1) p BO suas V d$ FO 六 为 了 中 长 度 为 了 的 让 机 
线段 , 取 定 正 向 的 六 EAN ETEA D KEN AEE 
为 m(D; A N”, 相应 地 记 为 四 .显然 有 
m* (b) =2m%(D. (7.4.1) 
5138 1 设 (po; el n, 0) 为 正 交 标准 化 固定 标 架 、， 二 为 E. 
中 随机 直线 ，( es co; er) 为 活动 标 架 ,其 中 ex 保持 位 于 LL 上. 
过 po 引 垂直 于 Da 的 (wm 一 1) 维 平面 与 LATH, pI H BERGE 
记 为 s， 则 E, 中 特殊 运动 群 的 运动 密度 
aK dL*NdsNaK,,. (7.4.1) 
证 明 注意 到 es — dp-e; — ds, 此 结论 是 显然 的 . 
引 理 2 N'BER p EDZES oD RAZZAK E 
动 测度 记 为 mP), Bg 
m? D -miN". mED, N* 5 0D 恰 有 2 交点 }. 
又 ,以 g 表示 与 DD 相 截 所 形成 的 弘 长 ， 则 有 
mt (1) —20,---0, 3 NE (—6)dL,. QT .4.2) 


(cs) 


证 明 将 入 "附着 于 未 定向 的 直线 L 上 , 有 
mt? (I) -| ak -2 sug TAINISAdE on 


Ln DØ Li 
D (o «D 


(0< 
= 201-0, | —— (1—o)dL, 
AL 


引 理 3 与 刀 相 交 的 六 的 运动 测度 为 


MENU SEIT 
NW*N DY L n—1 


证 明 ”本 引 理 实际 上 是 陈省身 - 严 志 达 公式 的 一 个 特 款 .到 
D 作为 Do, N* 作为 D1， 这 时 有 
Vo-—V, V;-0, M$-F, 


O,dP]. (r.4.3) 
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«4 A-0, 1, .mw 一 3 时 
M1-0, Mis Det, 


入 一 
将 上 述 事项 计 入 (6.9.50) 式 便 得 到 C7.4.8) 式 . 
引 理 4 起 点 轿 在 忆 之 外 而 与 已 相 交 的 运动 测度 记 为 
am; Q) , 则 


mi) 70,0, S De IF, (7 .4.4) 
证 明 — Emi) ZO E XL, UR 
mi - [ ak -| 4K, (1.4.5) 
N*nD49 Dy? 


- 另 一 方面 ,由 dK — dp /AK to, Tf 
| dK —0,--0, 4V. (7.4.6) 
N*nD-40 


(m ED) 


将 此 式 及 (7.4.3) 式 代入 人 .4.5) 式 则 得 到 他 .4.4) 式 . 
顺便 提 一 下 , 对 Ea 中 周 长 为 二 的 凸 域 相应 的 测度 为 
mO =AL, 
这 是 Santaló 早期 著名 结果 。 公式 (7 .4. 委 是 这 一 结果 到 E, 的 扒 
P. 
定理 设 台 为 轧 , 中 有 和 界 闭 凸 体 , 体积 和 表面 积 依次 为 了 和 
玉林 为 长 度 等 于 1 的 线段 ， 则 含 于 DD 内 的 入 的 运动 测度 为 


ma)-4i 0, -0,.1V — ichs Oor- -Ona E 


41. 0,00, 3 ü—e)dla, (7.4.7) 
2 LND+4G 


(Ga< 了 3 


其 中 o-—mQasDDYNWK. 

WEB] ER m"(). RT mP fm.) 之 定义 见 引 理 2 和 
58. 4. 今 再 补充 定义 两 个 测度 ， 起 点 岂 E 也 且 与 2 有 林 交 的 
N* 的 运动 测度 记 为 m O; EA p E D Z pii 5i 0D 相交 于 一 点 
的 N* 的 运动 测度 记 为 mp (D. BRE 

qi (D) — m$? (D) , an; (b) — mi? (0) - mi? (D, (0.4.8) 
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| dK --m (Ù) = -| dK —m (D) 
xN*nDad N*nD4ó 


(PED) (W ED) 
-Í dK —mt() -m?(), (7.4.9) 
ue 


TET .4.2) (7.4.4) f (7.4. DRM E, 则 有 
m* (D) —Üe Osa 一 元 On- i Os: :Q, oF 


十 20 0，， (1—o0)4IA, 
opt? 
H.A DR, WA 


mL) 一 io. -On 一 UE t OQ, SL 


Ona 
2(n—1) 
十 OO 3 (1 —o)dLA, 

I1N DAG 


(esat) 
亦 即 (7.4.7) 式 ， 改 写 为 (7 .4.7) 式 的 形状 是 为 了 包容 n=2 的 情 
X. 
注意 , 公式 人 .4.7) 实 际 上 对 一 :切记 0 均 成 立 ， 故 当 gp4(D 
之 直径 ) 时 有 


1 e — Ona € | — | 
lo, Ona OV — De p+, y CL 
=0, 
从 而 有 i 
2 一 一 一 一 一 .4.1 
NE dL. 2(n—1) Oo Cr 0) 
以 及 
| c dl =0,4V/2. (T .4.11) 
LinDsgp 


EAR, 07.4. 100 和 (7.4.11) 二 式 并 非 新 结果 ,但 它们 被 同时 蕴含 于 
一 个 内 容 更 丰富 的 公式 之 中 . 


7.4. 公式 的 变形 
”公式 .4.7 表达 出 ,中 凸 体内 定 长 线段 的 运动 测度 ， 但 在 
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多 数 场合 用 它 实际 计算 nO 是 不 便 的 。 下 面 我 们 来 介绍 此 公式 
的 变形 ， 为 此 首先 引进 几 个 新 概念 . 
定义 1 (wm 一 ) 统 单位 球面 口 ,上 的 点 记 为 ww.1， 不 致 混淆 
时 简 记 为 ugue DOM E PARAOA. pri 
沿 方 向 u WERKIE CuO H NREX: 
Culu) = max to. c -—m(L4niniD)L,/u) (7.4.12) 


又 ,函数 
rl wW - min(l, calu}, 020 (7.4.19) 
BR DIES. 
定义 2 kuyak, Cul) EDA DRAE u Wak 
SEE. RREoSLO«o«oz(u). X, KEAT UK- REN. 2 
BPI T u EE DB EGRE o 234K n a £L. 
这 些 直线 的 集 与 2 的 交集 之 (n—1) ERREA A(o, u). 函数 
Alo, uw) x71 D KRAK AK. 
3$o-0pp, Al, a BLAE BIB BEXEI D de Z EWEEK, 
于 是 (6.3.19) 式 可 写作 
p-20—D[ — AQ, wi, (7.4.14) 


定理 1 i DY Edo NL hik, ou Q0 J& D BHRCKGE Ee A 

p c0, WH DERRE, Alo, 四 为 卫 的 限 蓄 投影 函数 ， 则 
» 

m) -i 00,0 


. Gult) 

; | quj Alo, udo. 
(7.4.15) 

证 明 将 (7.4.10) 和 (7.4.11) 二 式 代入 公式 (7.4.7), 并 利用 


恒 等 关系 


€9 
TO, a7 O., O= 2m, (7.4.16) 


名 一 工 Rai 
我 们 有 i 
mO) — 5 00r Oa tapa (c—Ddla, (7.4.17) 


对 于 任意 给 定 的 方向 到 ,考虑 平行 于 下 的 五， 我 们 有 

dL, = da/du, (7.4.18) 
其 中 da 为 了 在 Li 了 处 的 体积 元 ,而 du 为 Uz 的 体积 元 ， 因 
此 (7.4,17) 式 可 改写 为 


mC) =F 00rOnaf, dl], (e Dda. 


gUn (ol; Ia /u) 
. (7.4.19) 
现在 考虑 下 述 积分 ; 
(Go 一 f, (c — Dda=f ， oda—! da, 
in Dd L D+ 
025, /10 人 区 (oh Li Zu) 
(7.4.20) 


完成 定理 证 明 的 关键 在 于 揭示 这 一 积分 的 几何 意义 ， 当 1>ow(w) 
Bj,f(Q)—0, Hioni, fGOJEPIA AA 2.25. “被 减 项 是 
D ii a. Dif u, c> REBRA RAER, W EA AQ, u) 
为 底 、! 为 高 的 柱 体 的 体积 ， 因 此 有 


gx D 


fG)- [' ^. A, udo, (7.4.21) 
从 而 证 明了 公式 (7.4.15). 
从 刚才 对 了 (wD) 的 几何 意义 的 分 析 中 ， 附带 地 可 得 到 是 体 D 的 
体积 六 的 一 种 表达 式 . 
F=| Alo, uo. (0 (1.4.22) 
据 此 又 可 将 公式 (7 .4.15) 改 写 为 男 一 形式 . 
定理 分 设 刀 为 五 中 有 界 闭 凸 体 ， 体 积 为 .9 wM 
Al, DOZERUE D KORE RRA, 则 
mm 的 一 二 0:0, 4 — 10,00, s " duf” Alo, udo, 


(7.4.28) 
Te Z JURE Dip SR CH BOBUBE Z RER REARS, 因 
此 在 实际 计算 中 公式 (7.4,28) 用 得 多 些 . 
P 求 半径 为 a 的 % 维 球体 的 m). 


a 935 « 


显然 有 ocu 一 2 rC, u) -lO 1:2), 


Alo, u) = nnal a2 一 T, 
其 中 osa AE — 1) 维 单位 球体 的 体积 ， 名 


(7.4.24) 


应 用 公式 (7.4.15), 得 到 


2—1 


a, = 


28 3 
m) =F Or Os f (e-—) de. (r4. 29 
若 作 变换 o0 —2asin0, WI 


m1) ^00, o, ian | com 0 dó, — (7.4.26) 


are sinu 


7.4.39 柱 体 情形 

作为 公式 (7.4.15) 或 (7.4.28) 的 特殊 情形 ， 让 我 们 来 寻求 关 
于 柱 体 的 mr(D 公 式 . 

D, #7 E, p hitik, HERH Dra PE 维 平 坦 凸 体 ， 
高 为 五 ，D, 的 最 大 弦 长 函数 . 限 弦 函数 和 限 避 投影 函数 依次 记 为 
Culuin), vr, uw DM A, ws 对 于 也 -+， 则 相应 地 记 为 
Sulun), n, us 3) M Anal, Un). BN WERENT WREE. 
4T D AR N apes Eoo mQ), ST Da AKIN 的 运动 
测度 记 为 mua). 

下 面 的 定理 揭示 了 ma) 5 m, a4 (0) ZZ IEEE. 

定理 ”DD, 为 E, pitik, 如 上 所 述 ， 随 机 线段 入 与 柱 体 母线 
间 夹 角 以 og 表示 ,并 规定 及 (yp) — max(H —1eoso, 0}. WA 


m.) =20 aom m, s(Lsing)A(g)stn""3 dp, (7.4.27) 


证 明 XAR dR AO es co, Cn), PHE en 平行 于 柱 体 的 母线 ， 
E, 1 d (24, ttt eV) E) ERAS FR iu 2J (n, Qi, s Pa-1); Bp 
- 336 - 


f æa = r Sin pa Sin pn s, 
Ta = r SiN Pa SN Pa 2608 Qu 4, 
.ss (1.4.28) 
Tai =T SN 94 COS pe, 
4, — 4 COS 1, 
xr oo, Üxup, m, =, 0g, axo, Og, «2m. 
Xer-1B, C, p e, 91) 表示 Q1) 维 单位 球面 Usa ERI 
点 .0U。: 上 点 的 体积 元 为 
du, 1 = Sin"? 9, sin"? pa SN pno dgi/N:  /Ndgs 3. 
(7.4.29) 


在 (7.4.28) 式 中 , rei Mps, IEE Una 在 超 平面 


wo 一 0 上 的 投影 一 一 (n 一 2) 维 单位 球 画 0。,_s, 其 体积 元 为 
du, Sin" ? gs: sin p, sdpa 人 … 人 dp a. (7.4.80) 
Hi (7.4.29) (7.4.80) 2A, E 
du, 3 —sin"^?4 dgi/Adu, s, (7.4.81) 
Pt N 的 方向 由 入 :1 确定， 考虑 沿 此 方向 的 投影 ， 记 


T y t1) 
fuu, D -| 


A. (c, Ux. 1) dc, 
TÈL: ui) 


则 有 
mO) -i O00, a fena, Ddin, (1.4.82) 
1 


yU ni 


N Ee ERREA leog. Æ H<leosp, N 不 可 能 含 于 
Da VÀ, MAI f, (ua, D) —0; 3; H 710894, H faluni 中 之 几何 意 
义 ( 参 看 7.4.2 段 定理 工 的 证 明 ), 有 

fs, T) = fr Cuna, LSin pı) CH — leos 1), 
综合 起 来 ,有 
Js 人 一 户 -0 asingpi)7C21D)， (7.4.25) 
H (7.4.81). (7.4.82) & (1.4.89) ER, RIE 
m) = LOOO Fainas Dita 


DUn- 
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1 
= pA OO 0s] 4o Ja (un 2, i sin padusa} 


X h(p,)sin" ? p, dq, 


ps 


—20,.5 f m, -1G sin pa) A Cpa) sin"? pi dps, 
对 于 m=8 的 情形 ， 
ms(D =4n| "nein p)h(g)sinpdg, (7.4.84) 
或 者 , 作 变换 1sin p= "n 则 有 | 
ma (D) -等 ma(t) max (H -VFF 0) d. 
(1.4.85) 
本 段 的 定理 提供 了 一 种 计算 柱 体 的 mm 人 的 有 效 方法 ”在 实 


际 应 用 中 许多 常见 的 几何 形体 实际 上 是 柱 体 ， 所 以 公式 (7 .4.27) 
或 其 三 维特 款 (7.4.84) 和 (7.4.85), 是 很 有 用 的 公式 . 


Y.4.4 E, :pj€75 05 B3 m (D 5 Buffon 问题 

设 D: J Es 中 的 长 方 体 , WKH «e 55 e cxb«a, NO 
ERETI HRE. D 内 定 长 线段 N 的 运动 测度 记 为 maQ). A 
用 (7 .4.35) 式 ,可 具体 算出 这 一 测度 . 

(D 当 0<1<e 时 ， 

má(1) e 4m] rube- FL (ab + bot ea) +E P(a--b c) -L£] 
(1.4.86) 
(2) 当 cs 和 Is 时 ， 


mat) 一 irja abc? -5 et "el eS 


3 
CE 
8 
— di^ arc sin ]- | (7.4.87) 
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(3) M Sm (Vitres a)Bhj, 


ma (D) = EZ abote- 2l) -Z ba? 
+D (a+ c) are cos i -F €P (a 4- D) are cos T 
45 06 L PD? o9) 十 二 g «dr 
~ (atc) (^ 90 (P — 9 
-3 (5) (e427) G5]. (1.4.88) 


(4) "ai re n, 


md) = sja (abe + ab*c -+ abc? — Aabcl) 


+ al? (b+c) are cos ToC HF Gea)arocos -2 


t cl? (a+b) arc cos T- y ött ct) 
tI PG e- p 


-1 040) (+2 a)? 


Doj 


- i (ea) (3-219) (P — 92) 
-3 (a+b) (+2) (P-e5*]. (7.4.59) 
(5) M NR . 
ma) = S als abc (b 4- c — 2L) +E al — l b*e? 
+ al? (VP be ATE E: VI c?) 
Tt c?) > * q8— pg» 


-- abl? axo cos — b agp? are cos 了 
i 


b 
— ab (I4 e* arc 
ab (1? -- c?) are eos Es 
c 
NE b? 
e] 


— ac (I? - b?) are cos 


--2abclarc tg | (0.4.40) 


bc 
(6) 34 max (A/D? toe, a) «I« «c a B, 


ma(1) -saja abe(a-- 5 4-o— 41) + I*(ab-- bo-t ca) 


t ad pa, L ga, l a 
e e ael 


-lso 2p) a°)? 
` 1 
+a (Pb 0)? ap -0a — ety? 


LAPIS: a 2 AE 00 3. 43. 427 
+C 03t Ci c?) 3 5? — c?) 


— ab (I+ c*)aro cos N/ 


— ac(I?-- b?)are cos 一 一 


c 
Nm -p 
— al? (b -- c)aresin T 7 1 abl? arcoos 必 


i 
TELETA 


2 C c INP -b-c 
-- acl? are eos g + 2abcl aro tg Ls | 
(7.4.41) 
(D) 当 E x Dai TD, 


qa (D) UP be (1— a)? t ac Q— b)+- ct 


-4 c? (a8 + 53 -- 12) 


1 1 
cal? [(P — 9? — 62) — (1 — 52332] 
1 1 
+OP [U — a? e)? — (12—82)3] 
* 240 ， 


/aE 2 3 2 NAR b us on 
tg Ub)? (P P-eyie Pa) 
—$ (P— a? 3 abl are cos È 


— abi? arcsin T --ab (I? + c arc sin 


a 
SLE 
b 
NA 
e 


V P —a? 


— a6 (P + c?) are cos 


~ be(I? -- a?) are cos 


— ac (03 4- b?) ave cos — im 


A P p 
b ao 


GC 


+ 2abecl axo tg 


--2abcl aro tg BP, (1.4.42) 


算出 Es EHE BOIS] m (D , 立即 可 以 得 到 E 中 推广 的 Baffon 
问题 的 解 . 

设 D, 和 前 面 一 样 是 边 长 为 a、5 和 6 的 长 方 体 , ex ba, Dl 
D, 作为 基本 区 域 在 Es 中 构成 网 格 ， 或 者 换 一 个 说 法 , 此 网 格 由 
三 组 等 闻 陋 平行 平面 族 构成 , 这 三 组 平面 族 两 两 正 交 ， 以 五 表示 
此 网 格 ， 六 为 长 度 等 于 7 的 线段 ， 随 机 投掷 于 Esch, RRN 5 
网 格 H 相遇 的 概率 . 

处 理 问 题 的 方法 完全 类 似 于 平面 网 格 的 情形 ， 

取 台 个 长 方 体 (基本 区 域 ), RARR Ha Hn RISPE 
WKH na, nb 和 nc 的 长 方 体 ， 假 定 % 足 够 大 致使 I<nce， 那么 
含 于 此 大 长 方 体内 的 OV. 的 运动 测度 为 

n= 4a] anabe 一 i anl (ab + bo 4-cu) -上 Rap (a 4-b-- 6) 一 2] 
(7.4.48) 

ECAN 位 于 此 大 长 方 体内 ， N 与 网 格 妃 , 相遇 的 概率 为 
“2d1 e 


polla cpm ape 一 可 n?l(ab -+ bo 4- co 
nl 


二 号 (oo 一 于 | 一 wm (7.4.44) 

其 中 o mO AED Ds 内 的 N 的 运动 测度 ， 令 n>, 4N 与 网 格 
H 相遇 的 概率 ; 

4z2gpce — m (1) (1.4.45) 


Ac *abc 


(9) 一 
2 


d b EE, 368] m) 的 相应 表达 式 ((7.4.36) — (7.4.42) 之 
—)HVAQG.4.45)5&, 则 得 到 具体 结果 . 例如, zb 适合 0<i<o， 


1 2 
(3) 2 3 
p dic [6:0 (ab -- be - ca) — 87 (a4- b c) 4-97], 


(1.4.46) 
目 然 ,当世 在 其 他 范围 时 亦 可 立即 窟 出 相应 前 结果 , 在 此 不 需 一 一 
列 出 . 

为 公式 《7.4.46) 的 推论 ， 还 可 由 此 引出 另 外 的 结果 . 在 
(7.4.46) 式 中 令 a— co, WE 
Salte) — 4A? 

6zrpo ? 
p^? EN 与 两 组 相互 正 交 的 等 间 踊 平面 族 网 客 相 遇 的 和 概率， 若 进 
一 步 , 在 (7.4.47) 式 中 令 bco, WRN 与 间隔 为 c 的 平行 平 
面 族 相遇 的 福 率 为 


p?= (1.4.47) 


RA 


2 中 一 c (1.4.48) 
对 于 适合 ex 的 有 如 下 结果 : 

(> -1 Lb 2 d "RN 272 
p (erabel) f zabal 可 abc? 4- ip etl 
1 a 

-~ (a+b) P 0) 3. e-e) td aresin +J, 

8 3 l 
(1.4.49) 
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(2) 一 -1 BEI 2 2 3. 2/72... i 
p®= (zbe) | zba Tbe- 2 P-PQ-e) 
l (2. QNS sum TE 4.50 
-50 —60)! 4d ure sin 全 | (0.4.50) 
p =i- (7.4.51) 


注意 公式 (7.4.51) 给 出 的 是 长 针 Buffon PRR. 


7.4.5 ,中 长 方 体 的 (DD 5 Buffon 问题 
设 工 为 E, PRE, WEK aa< <an NONE EE SS 
于 了 的 线段 、 利 用 递 推 关系 (0.4.27) KIIRET I AR AN 的 
到 一 maxX{ai 一 cospd 0) 
| -mx 1a; —lsing. esin pia Or, 2< 和 2 和 mw 一 工 


h, = max (a, — sin pi SİN Paa COS Pai, O 


(7.4.52) 
则 有 
mI) =m{N ECT -4 0,00... hace uda, a, 
3 Una 
. (1.4.58) 
其 中 


du, 37 Sin" Pp sin" pa sin p, sdpi/A:*- /Ndp, s, 
(7.4.54) 


以 工作 为 基本 区 域 可 构成 ESBRUS. 与 上 一 段 一 样 , 我 们 
可 以 讨论 小 针 六 与 此 网 格 相遇 的 概率 ， 我 们 有 


; | 
Y=] 一 太一 一 一 ho udus, A. 
2 O, 3017-0, ina 17 Py a, (7.4.55) 


4 d», s, 00, WE 


aD udo 20,» TA 12 s-2 — uz] Le 
p= Ta Me sin”? gdp, aa J^ las 
(7.4.56) 


2 
p 一 1 一 hi duns 
n-101 bUn 
O * 
2 2 * D 
二 =] 一 oa sinp, dpa 
Oni *' are eos T 


x-.1 
QUE R_H Yt. 
(n= i)a [1 (i L) ]- l>a, (1.4.57) 
di 52 07.4.81) 3,8 


x 


On-1= 20,2 | sin: pı dg, 
于 是 (7 .4. 56) 32 p 


pO — 20, .2 


(n — 1)0,. 121 D l<e. (7.4.58) 


20, | a (n —1— 28)! ( al y? 


aag A n3 01 o 
P 1 Q, 1 i 及 三 0 (n—2 — 2k) 1 ! 1 Į 
(n —8)!! 1 


-人 in 2 — 
+ (n—2) 1] 997p mI)ar 


x[-(-8)7 Jh Da, n 为 偶数 ， (1.4.59) 


一 3 一 -OF 
2 


20, » [ a4 Z 人 一 1 一 28)11 


| Mo RK 
1 一 [一 人 | 1 Sn( p-) 
(n—3)!! a 7 aiv 
tG-2) d -G-5ali-- BB I? 
La, nO Sr. (7.4.60) 


$7.5 关于 弦 军 积分 不 等 式 


本 节 第 一 段 介 绍 Es HRBAT EA, BLEH E A E H 
了 芒 寡 积分 不 等 式 对 一 类 几何 概率 问题 的 应 用 ， 第 三 段 讨 论 纺 震 积 
分 不 等 式 到 E, 的 推广 (前 两 段 取材 于 吴 大 任 咏 ， 第 三 段 的 内 容 见 
044。 


ERS, 


7.5.1 E: PARRATAR 
设 眉 为 如 维 欧 氏 空间 中 有 界 闭 唔 体 ,G 79 55K 相交 的 直线 ， 
0 表示 弦 GOK WK. RA 


GnkEsü 


2 P4 2 


称 为 凸 体 E 的 ( 寡 次 为 办 的 ) 弦 寡 积 分， 序列 (n0, 1, 2, 
…) 称 为 凸 体 K 的 弦 早 积分 序列 ， 注意 , 在 我 们 现在 的 记号 中 必 
表示 空间 的 维 数 而 办 是 纱 赛 积分 的 编号 ， 在 E M Es 的 情形 , 通 
常 略 去 维 数 的 标记 . 
在 讨论 弦 寺 积 分 的 时 候 , 常常 涉及 另 一 个 积分 , 即 
m. pen P dPiNaP,, (7.5.2) 


Hp i En Pi 与 Ps 之 间 的 距离 ,m 之 一 n 十 1 为 整数 .于 (6.5.14) 
式 两 边 间 性 以 * “1! 然 后 积分 ， 则 不 难得 到 下 面 的 关系 (参照 
6.5.3 段 的 讨论 ): 


Igel mm- DIa, m>2, (7.5.8) 
在 Es E, 已 经 知道 | 
I=L, MESE TR I1,—-8F^*, ` ` (7.5.4) 
其 中 五 到 依次 表示 凸 域 下 的 周 长 和 面积 在 积分 五 和 其 他 7m 
To>21}2, (7.5.5) 
4 
I< x 1, (7.5.8) 
34m (Dy m= e. 
ls 35- 41) (= li ) ， 4, 6, 8, , 
(7.5.7) 
8em  .m*(2 pat ya u 
In> ndi) z2 li ) T 5, 7, 9, E 
(7.5.8) 
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其 中 等 式 成 立 的 充 要 条 件 是 K KAR. 

注意 , 若 在 47.5.7) 式 中 令 人 一 2， 并 把 不 等 号 方向 颠 个 ， 就 得 
(0.8.6)53X,. X, EE (1.5.8) sU m —1, 8, 并 把 不 等 式 改 为 等 
式 ， 就 得 到 平凡 关系 五 一 到 和 已 知 的 等 式 Ta= 3852?， 另 外 ,To 与 
五 的 关系 人 .5.5) 实 际 上 就 是 经 典 的 等 周 不 等 式 ， 以 上 提 到 的 这 
些 等 式 或 不 等 式 关 系 ， 在 本 书 第 二 章 中 都 曾 有 和 氢 述 ， 但 其 中 除 
(7.5.5) 和 Crofton 公式 14 —8F? 外 , 当时 并 未 给 出 证 明 . 

本 段 主旨 在 于 表述 并 证 明 Es B — 4H CRUS SCIT TRE 
的 定理 4), 同时 附带 给 出 (7.5.6) 心 (7.5.8) 的 证 明 .， 为 此 , 先 作 
一 些 准 备 ， C 

Carlemann 定理 ( 见 [91) W K Æ Ba HHK (或 面积 ) 一 
TRÆ, t ERWA P, Ps 之 间 的 距离 , f(t) 是 单调 递 戚 的 正 
KA. mp OK 是 圆 总 时 ,而 且 只 有 这 时 ,积分 

7T=-| MEO | (1.5.9) 


达到 极 大 值 . 

考察 Carlemann 对 上 述 定理 的 证 明 , 不 难 发 现下 面 两 点 事 

1) 为 了 把 Carlemann 定理 推广 到 妃 ， 只 须 在 他 的 证 明 中 ， 
不 取 一 个 二 重 积分 的 导 函 数 ,而 取 一 个 相应 的 BLA B SP pL. 

2) 若 在 Carlemann 的 证 明 中 ， 把 不 等 号 颠倒 ， 就 得 到 关于 
ff 中 ) 是 单调 递增 正 跑 数 的 假设 下 对 应 结论 的 证 明 . 

综合 这 两 点 , 就 得 到 Carlemann 定理 的 下 述 推广 ， 

定理 1 设 是 妞 ,中 表面 积 (或 体积 ) 一 定 的 旺 集 表示 
两 点 P. Ps 之 间 的 距离 ,而 了 (是 单调 递减 ( 增 ) 的 正 通 数 ， 则 当 
K Æ n Ri, 而 且 只 有 这 时 ,积分 (7 .5.9) 达 到 极 大 (小 ) 值 。 

把 定理 应 用 于 积分 

Jg- f. P dP NPs, (7.5.10) 

就 得 

定理 2 # m<0(m>0), W4 K Æn RY, GU ELRUSIE 
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时 ,积分 Ji? 达到 极 大 (小 ) 值 . 

X8 EOS 38 (7.5.3), 由 定理 2, 立刻 可 以 推 得 

定理 3 BK J EQSqpGEBUR (或 体积 ) 一 定 的 凸 集 ， 若 2 入 
mn(mz-n4-2),V 234 K 是 % 维 球体 时 ,而 且 只 \ 有 这 时 ， Ie 达到 
TX Ch) fü. 

TA 3 REGBOSGMEE SCHEDA ERAS IBISA REB SENE PCR. 

, ER ARIAD) RE 为 如 中 任意 有 界 户 当 ， Is (m0, 

e) E 的 弦 握 积分 ， 则 有 


20,4 m=0, 
=0, 当 m=1, 

(到 经 a) (S) <o m2, 8, (W) 
=0, 4 m=4, : 
>0, 4 m>5, 


在 (W) 里 ， 等 式 成 立 的 充 要 条 件 是 五 为 球体 ,我们 约定 用 
(W-—m),m-0, 1, 2, … 来 表示 ( 歼 ) 中 各 不 等 式 或 等 式 、 
证 明 K 的 体积 和 表面 积分 别 为 了 和 OO.， 则 有 


To 一 六 0O, I;-?aV, (7.8.11) 


它们 分 别 是 前 面 提 到 过 的 (7.1.82). (7.1.81) ZR. :由 此 可 见 
(7-0) 就 是 经 典 的 等 周 不 等 式 , (WAER E 为 中 的 Crofton 公 
式 ( 见 (6.5.18) 式 ) 
o, ^— (T.5.12) 
5j (OW-1) 是 平凡 关系 五 一石 这样， 待 证 的 款项 实际 上 是 
rm, m-—2, 8 MW-m), uu 
RER MAREI ERERKEN. X3 E, 中 半径 为 
R 的 球体 ， 


Jo( 球 ) 一 2z|， 踊 ora 一 了 wR (7.5.18) 


Pub Hc By V. (E 的 体积 ) 的 球体 的 弦 守 积 分 为 
"DAT >» 


m+? 


Gur (rV) 
gnis 3 LV m ,8 2€ 
car) wx) c 


(T.B.14) 
再 应 用 定理 8, 立即 推 知 欲 证 之 不 等 式 . 
同 祥 , 为 了 证 明 Es 中 的 弱 老 积分 不 等 式 ,， RAOR h CR 2A 
罕 积 分 ,然后 援 用 定理 3 即 可 .对 于 半径 为 只 的 圆 盘 ， 


1, (88) = fo” da= jo" dp/Nap 
=r 人 .CRsin 1)" R sint dt, 
o 
8-5 (mti antiguo, 当 m 为 正 偶数 ， 


Tt €, Mine » 


7.5.2 几何 概率 上 的 应 用 

吴 大 任 在 文献 [10] "HERE T Ea ES 里 一 些 线性 空间 锅 的 
密度 公式 ， 并 在 此 基础 上 讨论 了 关于 凸 集 的 一 类 特定 类 型 的 几何 
概率 问题 ， 值 得 注意 的 基 这 些 儿 何 概率 均 可 用 点 集 的 一 些 整 体 不 
变量 简洁 地 表 出 .在 文献 [8] 中 ,进一步 利用 Ea 和 E.TPHUSAGE 
积分 不 等 式 , 给 出 这 些 儿 何 概 率 的 最 大 值 、 现 简要 介绍 如 下 : 

(I) EE: 里, UN 表示 由 点 卫 到 直线 @ 的 牌 线 ，Q 表示 垂 
足 , 则 有 密度 关系 

d P/AdG —d Py AdQy /AdN , (7.5.16) 

其 中 dPy, dQy 依次 表示 P, Q@ 在 入 上 的 密度 . S; PEK,GOE 
头 人 办 则 QE 玉 (因而 线段 PERKER 


i < 总 =0.4883， (7.5.17) 


» 248 8 


推导 不 等 式 时 ,用 到 了 (7.5.6) 和 (他 .5.7)， 
(2) € Es E, RN JAA P 到 平面 LER, OJEE, 
则 有 密度 关系 
dP/dL,—dP,/AdQy AN, (1.5.18) 
其 中 Py Qy P, Q@ 在 入 上 的 密度 ， 若 PEK, LAE 9, 则 
QEK 的 概率 是 
"P 
MV 
xx SH SIT (W-2). (W-0) 及 Minkowski RRM? — 8197-0 (Hf 
M? — 4x00, W,(T.2.81) R). o 
(8) 在 Es E, t N 为 由 点 卫 到 直线 G 的 垂 线 , NEE E 
为 了 和 9 所定 的 平面 , 1 表示 线段 PQ 的 长 , 则 
aPNdG =tdPy /AdQx NaN NAE, (7.5.20) 
其 中 Py Quy 的 意义 如 前 , dN: 表示 N YE E ERJSEHE, 若 PEK， 
GNKz$, 则 QEK 的 概率 是 


91, .4 
A e. (7.5.21) 


xx E H5 0-0): (W7—8). 

(4) Xr Es E, 设 六 为 二 直线 G, CHAER, QAQ EE 
E oG C 之 间 的 角 , 则 

cdGANdaG' — sin? c dQ AQ NG AdGt, NaN, 
l (T.5.22) 

其 中 dQx, dQV ÆR QUEN ERE, dG, dGy jÉG G'S&N 
ACER, EEGOK*9, CNK *0, W QCK,Q'€ K 的 概率 
是 


s. (1.5.19) 


i «1. (1.6.28) 

xc RUE Y (Y-0)m OY -2). 
在 推导 以 上 几 个 几何 概率 的 上 界 估计 时 ,用 到 的 不 等 式 有 8B? 
和 E 中 弦 客 积分 不 等 式 以 及 Minkowski 不 等 式 ， 面 这 些 不 等 式 
等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 到 AMARRA. HETA, ANE 
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AMARRE, 这 些 几何 概率 达到 其 最 大 值 ， 另 外 , 本 段 所 引述 
的 密度 关系 (7Y.5.16)、(7.5.18)、(7.5.20) 及 (7.5.22) 诸 式 , 利用 
8 6.2 中 的 方法 不 难 推出 . 


7.5.3 玖 中 弦 窜 积分 不 等 式 

KRENARE Z H HARRIT ERA. 

HK A E PARANA, KE 的 体积 和 表面 积 (GK 的 (mn 一 
维 体积 ) 分 别 记 为 也 和 不 五 BRRR TU 由 (7.5.1) 式 所 定 
X, Bp 

， np-| o” dla, m=0, 1, 277+ . 
I1nE-20 

引进 如 下 记号 ， 


71 ! 
Age. [Go Qu. mig 


(m --2k —1)1! 
m--2k—1 


23k) qui ^ Ed m "A 
x| O2, 4 Uu ] ? 2 m 为 奇 ， (7.5.24) 


— V T!! 
A0 = I9? — Os. omtk ia i ne: 
m m i (m-r2k 一 1) m 
m32k—1 


x [262 ræ] ET mHE, ^ (335) 


Ur | 
+D a TD _ f) Oomtk-1, k m! 1] 
4s I. QR (t3 T 
2(2k + 
x [^ ( os 1) ge] Es ,对 一 —gm, (T .5.26) 


其 中 大 为 正 整数 , 和 是 弱 寡 积分 的 编号 ( 非 负 整 数 )，、 又 ,“ 双 阶乘 

的 定义 是 : P11 一 pp 一 2) (p-4)--2(p KE) p!!—2(p-2) i (p 

为 奇 ). | 
TEER EK XE, ÞAR ADi 2), IPH 

K HRERS, A 由 他 .5.24)、(7.5.25) 和 (人 7.5.26) 所 定义 ， 则 

有 | ME l | 

+ 950 « 


20, Xm-0, 
—-0, Cm-1, 
APIO, 3 m=2, 8, 0, n, (Y R) 


一 0， 4m=n+İ, 
Z0, 4 m>n+2, 
其 中 各 不 等 式 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 K 为 % 维 球体 . 
和 了 7.5.1 R, ELOV R-my E (WR) re dij S2 m i] 28$ 58, 
证 明 Hb,QUEEEOV R1), OV 2-0) E OW R---1) X 
(WR-1) 为 平凡 等 式 IP I$". 
(WBR-0) 实 际 上 是 及 中 经 典 的 等 周 不 等 式 ， 事实 上 ， 当 wm 一 
25 时, (WR-0) g 


Ij - 05. P ig 


1 
一 家- 
; 


1 [ 2 (2k) 


一 一 一 | 一 一 一 一 7 了 (27) 
(2$ —1)!!1 Oa Bn ] 


| (7.5.21) 
Xi n=24+1 Bf, (WR_0) 为 | 


2k 
Ig DOS" 1 [ 2(2£ --1) gen ] pera l 


(28) 11 Os; 
| (7.5.28) 
利用 关系 ( 见 (6.7.11) 式 ) | 
Ip- xL F, (1.6.29) 
^i 
ie- E OF, (1.6.30) 


(7.5.2) ACT. 5.28) — 5X UE El 


F>0u 元 Orig. nnb 2k rF, 


GE- DT | Ona 
| | (1.5.81) 
9x 
pan. l o 1 p2kti yl — 
> Ow Owt1 rnt (2E) 11 E Oz; ] ` 
` (7.5.82) 


PER 


U- 1 
O, TEE T(r+1)=2T (x), r(3) = 
可 推 知 
Dokti is 


Oy 2* NE EE! 


1 .1 
GE- (ms 7o OU 
(7.5.88) 
利用 关系 (人 7 .5.38), 不 难看 出 人 7.5.831) 与 人 .5.82) 可 统一 为 下 式 ， 


Feo. V). | (6.90 
而 此 式 正 是 经 典 的 等 周 不 等 式 . 
现在 再 来 看 ( Row D. E n HES, 则 (于 -十 二 为 
(n 5- Tl !! C1 l 
194-0, 42"? m? T CAD [说 Tai ET 
(7 .5.85) 


eF. 
(1.5.86) 


不 管 是 哪 一 种 情况 ， 在 (7.5. RRC. 5. 36) 式 中 计 及 (7. 5.30) 
和 (7.5.38) 二 式 , HER — 


Te 一 arl) y, (7.5.87) 


WIRE ECAH Orofton 4:535 (6.5.18). 

据 以 上 分 析 ，(WVR-m), m=0, 1, ni 三 款 或 为 平 几 等 式 或 
为 已 知 结果 . FERIENE (WR-m), m=2, =, n M(WR-m), 
mm 十 2， 为 清晰 起 见 ,分 成 若 于 步骤 . 

| BP. 一 个 降 维 关系 .， 

WKN EHAR UE, L, H v HO, K ALNE, LO 
位 于 工 , 中 的 直线 ， 由 (6;2.27) 和 (6.2.17) 二 式 可 得 下 述 降 维 关 
EF ， 
^» 252 o 


车 % 为 奇数 , 则 (Wn 十 1) 为 
I9. 一 0, 272 


Ma o 


NEL. £i [rinm EN Ts A +ø "mE ui arp lar, 
(7.5.38) 
第 二 步 ， 轧 , 中 球体 的 蓄 宕 积分 . 
BB H E, debe] RERE, HRERS A IPR). 
则 可 以 证 明 当 % 一 2 和 mn 一 2k 十 1 时 ， 


(2k) 一 m-Fk-1, k— m!! mi2k—-i, UU 
In" (R) = 0s am 9n E a 
m 为 奇数 ， (7.5.89) 
11 
Ij? (R) = Oa.12"+ tt ar TT DH Rmi 
m 为 偶数 ， (7.5.40) 
(2k +1) E mtk—i, k m1! m+2k l 
TANU (R) = Og tap MN | 
对 一 切 ”m. (7.5.41) 


今 用 数学 归纳 法 证 明 以 上 三 式 ， 由 (7.5.15) 式 可 知 当 w=2 时 结 
论 成 立 ， 余 下 的 问题 是 证 实 下 面 的 4° 和 2°. 

1” 若 结论 对 于 n=2t Br, WF 2/71 亦 成 立 ， 

候 定 结论 对 于 ”一 24 RE, BUE 


GD( PY m+t—1 t-i m! _ qai, T 
IZ (B) Oz-12 m (m4 3: —1) 11 R 2 " 
m 为 奇数 ， (7.5.42) 
(2i) =0., „9m+t-i t-13 m! mt 
Ij (R) Ox. 42 mT (m+ of —1) ! ! R | , 
m 为 偶数 . (7.5.48) 


现 设 了 为 Eaa 中 半径 为 情 的 球体 ， 由 (7 .5.38) 式 ， 


I+ (BR) = 0; x - LE "" o” ALP labs, 
(7.5.44) 
其 中 Bx 会 La 由 B Ea 中 的 球体 ， 以 p 表示 B 的 中 心 到 Ls 的 
距离 ， 则 Ba 的 半径 为 (Rap 由 归纳 法 假设 (7.5.42) 和 
(7.5.43) ,应 有 


: 053 


am dL? = Og 2m tnit mll o 
fou T 24-44 ud (mi23:—1)!l | 是 | 
mri 
x (Ra 一 由 一 Ugo m 为 奇数 ， 


(7.5.45 


mI! 


mt i 
mr2t— 
x (R9 — p°) E , m Jr. 


| g? dL? —Og 42" pid 
LjiUÜnBue) 


(7.5.46) 
当 m 为 奇数 时 , 以 (7.5. 伍 ) 式 代入 (人 7.5.44) 式 并 广 意 
dLa — do/Ndua, 
则 有 
(21 — m*t—1, t-i, ml! V. Oo. . 
In (R) Os. 32 [4 (m--26— DH Ug "Osa 
«f 7 dp 
2oLomh-i ur, mM! petu c 
OCTO TFT DH 
x r (sin 9) "*?: d 
= mti-1 t 0 m! m3t 
24 mA [CIS ,ECT 10:46) SAXA CT 5.44) X, UT 
(2t 1) 一 mti- rio o mil „Oo, 
Tn (BR) = Oui? 7 (m4-2£—1)1!! Os. On 
R 2 rEEÉIS- 
x f ep * de 
= omH-ig1. 0 2h11 — ă pex 
OD EE 
x M (sin 9)*? dg 
o . 
20. 9mi-1,44 ml! m+2t 
On2 vU "(ma 2011 | | R 了 (7.5.48) 
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将 上 二 式 与 (7.5.41) 式 对 照 , 可 见 对 ”= 24 二 1 结论 亦 成 立 ， 
20 车 结论 对 于 n 一 2t 一 1 成 立 , 则 对 于 n= 多 亦 成 立 . 
假定 结论 对 于 n 一 2 一 1 成 立 , 即 设 


TDP) 一 m-i-2, 1-1 m!! m-2t-2 
[S OD m Og TR mr Ps 
(T .6.49) 


与 第 1? 款 类 似 ,对 于 Ea 中 的 球体 8, 利用 (7.5.88) 式 .归纳 法 假 
设 以 及 dLa_ TA Raa 有 


Teo(B) 一 N [f o” dL- lan... 
o 5 -NP40 LYD N Bai 0 
一 9mM-24-1,. ll . Op . 
CO 
x [Ge 957 *- dp 
o 
= m+t-1 1-1, ml! m-3t-1 
Ou 127777 (m-F2:—2)1!1 R 
x f (sin 9) *2t-1 gg, 
于 是 , 当 mw 为 奇数 时 ， 
e = m+t—1 t~i m!! mt 
IS (R) Oa .:2 p (m 4-91 — D! R 9* 
(7.5.50) 
Hm HERR, 
2) = mtt- ipti, T! mt2-1 
I5 (R) Os-12 m mta E . 
(7.5.51) 


上 二 式 吻 合十 (7.5.89) 和 (7.5.40)， 这 表明 对 于 n=2t 结论 亦 成 
x. 
第 三 步 。 运 用 7.5.1 BEA S AREH, 
体积 等 于 VV(K 的 体积 ) 的 球体 的 半径 为 
R= 
利用 关系 (7.5.80), 则 有 


到 | (1.5.52) 


OQ, i 


BR- (germ) 
代入 (7.5.39) (7.5.41) ,得 到 体积 与 K 相同 的 球体 的 弦 寡 积分 
IS CB) QE, B (7.5.30) 55, IP (E) — 12?), 


a vL q!t 
IGP (H)-—Og 2" a "Uis3k-ijn 


i 
*" 


(1.5.58) 


m-r2k--1 
2(2E 3k 
a re] ey, mAAR, 
(4.5.54) 
(2k) =O (Qmtk-i.A-1,. mi! - 
IS (R) = Oa PT mt 
m--?k—1 
[RED age ” ， nomm 
26-1 
(7.5.55) 
(2k+1) — mtk—i, k, Tm! 
IÁÍP(B)—O03a2 v GE SET 
2(9k--1) Lap T 
x| On li | ， 对 一 切 m. 
(7.5.56) 


有 了 这 些 结果 , 运用 第 工段 定理 8 便 完 成 了 本 定理 的 证 明 ， 

%4 n=2 时, (W.R) B (7.5.5) — (7.5.8); 34 n=8 Bj, (WR) 即 
W). i 
ATRAER, Blaschke 曾 就 2 维 情形 提出 这 样 一 个 问题 : 一 
SCIES (Lag (m— 0, 1, 2, …) 是 凸 集 的 弦 害 积分 序列 的 充 要 条 件 
是 什么 ? 这 个 问题 迄今 尚未 解决 . 
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